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Reichenbachi közös-ok zárt rendszerek   tudományfilozófia  TDK  dolgozat  
Bevezetés 
 
 
 
Az ok, okozat, okság háromság mindig is sokat foglalkoztata a filozófiát; amilyen nagy 
tiszteletel magasztalták egyesek, olyan mély lenézéssel ileték mások. A küzdelem nem csak 
a "véget nem érő viták harcterén", hanem a tudományok porondján is zajlot, s a felmerülő 
kérdések megoldatlansága miat a porfelhők még ma sem ültek el. Hova soroljuk az 
okozatiság fogalmát? Episztemológiai, netán ontológiai kategória? Milyen kapcsolatban ál a 
szükségszerűség, determináció, törvényszerűség, elv, stb. terminusokkal? Milyen szerepet 
játszik az okság elve a tudományban? 
Az okság mint szó is előzetes tisztázásra szorul: jelenthet okozatiságot (oksági kapcsolat 
általában, mint kategória), oksági elvet ("ugyanaz az ok mindig ugyanazt az okozatot hozza 
létre") és oksági determinizmust (oksági elv mint doktrína). Az okság problémájával 
kapcsolatban a legkülönfélébb áláspontok léteznek, melyeket Mario Bunge (Bunge, 1967) 
szerint többé-kevésbé három csoportba sorolhatunk. Felosztása szerint a kauzalizmus (más 
néven panaitizmus) főbb változatait képviselik a hagyományos elméletek (semmiféle 
tudományos törvény vagy magyarázat nem lehetséges, ha nem az okozatiság kategóriáján 
alapul, ide sorolható többek között Arisztotelész is) és a különböző racionalista doktrínák (az 
oksági elv gondolati szükségszerűség, a priori szabályzó elv, pl. leibniziánusok és részben 
kantiánusok). A szemikauzalizmus (másképpen hemiaitizmus) körébe sorolható az eklektikus 
elmélet (amely elismeri az okság érvényesülését bizonyos területeken, de más kategóriákat 
(pl. statisztikus vagy teleológiai kategória) is figyelembe vesz, nem keverve használatukat az 
oksággal), a funkcionalista vagy interakcionista elmélet (az okozatiság kategóriája csak a 
kölcsönhatás vagy kölcsönös függés különös esete) és az általános determinizmus (okozatiság 
csak egy a reális folyamatokban érvényesülő, egymással vonatkozásban áló több kategória 
közül). Végül az akauzalizmus (vagy anaitizmus) változatai az empirista elméletek 
(okozatiság nem más, mint tapasztalatok egyidejű előfordulása vagy időbeli sora) iletve az 
indeterminista doktrína (mely tagad minden törvényszerű kapcsolatot az események közöt). 
A filozófiatörténet során megjelent oksági elméletek körének teljes körű átekintése, vagy 
egy új, saját hozzáálás részletes megalapozása túlmutatna e dolgozat céljain. A feladat 
reménytelennek tűnik; minden egyes probléma körüljárása kérdések tucatjait veti fel, 
Heideggerel szólva "minden egyes metafizikai kérdés mindig átfogja a metafizika 
problematikájának egészét". (Az okság témakörének részletes, bár nem teljesen pártatlan 
átekintése megtalálható többek közöt Bunge: "Az okság" című könyvében (Bunge, 1967). 
 
Jelen dolgozatban Reichenbach nevéhez fűződő közös ok fogalmával kapcsolatban 
felmerült kérdéseket járunk körül. Reichenbach szerint az okozatiság képzete idejétmúlt, 
helyét fokozatosan valószínűségi törvények foglalják el. Véleménye szerint "az oksági 
törvényen a tudós a ha-akkor alakú viszonyt érti, azzal a kiegészítéssel, hogy ez a viszony 
mindenkor érvényesül", s "az oksági viszony nem jelent egyebet, mint a kivétel nélküli 
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megismétlődés kijelentését" (Reichenbach, 1951). A tudományos predikció kapcsán úgy 
gondolja, hogy a mennyiségi jóslások részben mindig statisztikusak, mert a becslés mindaddig 
hiányos, amíg a valószínűségi hiba bele van kalkulálva. "Ha valamilyen természeti esemény 
megjóslására alkalmazzuk, minden oksági álítás valószínűségi álítás alakját ölti fel", 
(Reichenbach, 1931). 
A továbbiakban Reichenbach okságról alkotot  elképzelésének egy speciális 
vonatkozásával foglalkozunk, az először 1956-os posztumusz könyvében, The Direction of 
Time-ban felbukkanó közös ok definíciójával, melyet azóta is sokan elemeztek az oksággal 
foglalkozó irodalomban (a legfontosabbak közül lásd (Van Fraassen, 1982), (Fine, 1989), 
(Cartwright, 1987), (Salmon, 1984), (Suppes, 1970), (Suppes és Zanoti, 1981), (Spohn, 
1991), (Sober, 1988), (Hofer-Szabó, Rédei, Szabó, 1999) munkáit, valamint ezek 
irodalomjegyzékeit), hatását mind a mai napig érezteti. Bár kérdéses, hogy eredeti célját 
tekintve - Reichenbach folyamatok bizonyos időbeli aszimmetriáját szerete volna vele 
demonstrálni - sikeres-e a fogalom ((Salmon, 1984) még a sikeresség melet, eme dolgozat 
szerzője, másokkal egyetértve inkább elene foglalna álást), érvényességi, alkalmazhatósági 
köre mai napig sem teljesen tisztázot. 
Az említet tisztázást elvégezni meglehetősen nehézkes, bár kétségtelenül hasznos munka 
lenne; sokan próbálták sokféle módon értelmezni és sok mindenre használni a fogalmat 
kvantummechanikai problémáktól (főleg EPR kísérleteknél, lásd például (Szabó, 2000a) 
kezdve bizonyos evolúciós alkalmazásokig (például (Sober, 1988). Érdekes lenne bemutatni, 
milyen fogalmi, tartalmi nehézségekkel kel megküzdenie a szerzőknek a matematikai 
eseménytér elemeinek és a fizikai világban körülhatárolt események összekapcsolásakor, s 
rámutatni az általuk megadot példákban bennfoglalt apróbb félreértésekre. Ere a munkára 
azonban it nem válalkozhatunk, s csak részlegesen térünk rá ki a dolgozat befejező részében. 
 
A dolgozat a közös ok fogalmával kapcsolatban felmerült egyes kérdések megválaszolását 
és továbbgondolását tűzi ki célul. A reichenbachi közös ok elv értelmében az egymással direkt 
kauzális kapcsolatban nem lévő, korreláló események korelációjának mindig van közös oka. 
Nem igaz azonban, hogy tetszőleges valószínűségi mezőt alapul véve minden korelációhoz 
találunk olyan eseményt, amely kielégítené a Reichenbach által megkövetelt négy szükséges 
feltételt. Egy néhány éve születet kiterjesztési tétel ugyan részben feloldja a problémát, de a 
kérdés továbbra is nyitva maradt: vajon vannak-e közös-ok zárt valószínűség terek, azaz 
olyanok, melyekben minden együtjáró eseménypár korelációjának van közös oka. A kérdés 
tágabban értelmezve: lehet-e teljes egy, a fizikai világot statisztikus összefüggések alapján 
magyarázni kívánó elmélet, mely minden, egymással közvetlen kauzális kapcsolatban nem 
lévő koreláló eseménypár korelációját meg tudja magyarázni egy harmadik, tőlük különböző 
eseménnyel, azaz teljesülhet-e maradéktalanul a reichenbachi közös ok elv egy adot 
valószínűségi struktúrán belül. 
Célom eme, legjobb tudomásom szerint mindezidáig megoldatlan kérdés megválaszolása; 
a dolgozat magját matematikai bizonyítások képezik. A közös-ok zárt rendszerek létezését 
iletően különböző választ kapunk véges, iletve atommentes eseményterek esetén. Véges 
számú mérési iletve kísérleti eredménynek megfeleltetet valószínűségi mező esetén (egy 
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speciális kivételtől eltekintve) azt tapasztaljuk, hogy nincs ilyen közös-ok zárt valószínűségi 
tér; mindig mutathatunk olyan korelált párokat, melyhez nem találunk közös okot. A furcsa 
eredmény nyomán felvetődik az ötlet, vajon lehetne-e a véges algebrákon olyan, 
plauzibilisnek tetsző struktúrát megadni, amely segítségével - összhangban a két esemény 
korelációjának közös okától elvártakkal - más megoldásra jutunk a közös-ok zártságot 
iletőleg. Mint látni fogjuk, a logikai függetlenség fogalma részben alkalmas lesz e szerepre. 
A folytonos eloszlásoknak megfeleltetethető atommentes eseménytérben azonban épp az 
elenkezőjét tapasztaljuk: minden korelációhoz találhatunk a reichenbachi feltételeket 
kielégítő közös okot. A nehézség ezzel az esetel csak az, hogy végtelen sok ilyen 
eseményhez jutunk, ami felveti a közötük való választás kérdésének problémáját. 
A reichenbachi közös ok fogalmának bemutatása után megkezdjük a közös-ok zártság 
kérdésének taglalását. A véges, majd az atommentes eset vizsgálata után kitérünk a logikai 
függetlenség alkalmazhatóságának kérdésére is (a főszövegben - a könnyebb átekinthetőséget 
szem előt tartva - csak a bizonyítások vázlatos menetét közlöm, a konkrét gondolatmenetek a 
matematikai függelékbe szorulnak). Néhány sejtés és nyitot kérdés megfogalmazását követi 
az elért eredmények értékelése, majd egy rövid összegzés. A dolgozat végén található az 
irodalomjegyzék és tartalomjegyzék valamint egy rövid idézetgyűjtemény. 
 
 
 
 
A reichenbachi közös ok eredete és fogalma 
 
 
A reichenbachi közös ok eredetéről, történeti előzményeiről nem sokat tudunk. Hofer-
Szabó Gábor elemzése szerint a közös ok fogalmára filozófiatörténeti szempontból elsősorban 
John Stuart Mil eliminatív módszerei (megegyezés, különbözőség, megegyezés és 
különbözőség együtes módszere, maradékok és végül a párhuzamos változások módszere) és 
Bertrand Russel közös kauzális ős fogalma hatotak (Hofer-Szabó, 2000a). A definíció ma 
használatos formájában tudomásunk szerint először Reichenbach The Direction of Time című, 
1956-os posztumusz könyvében bukkan fel (Reichenbach, 1956). 
A természetben gyakran találkozunk olyan eseményekkel, melyek közöt statisztikai 
értelemben együtjárást tapasztalunk, ugyanakkor egyiket se neveznénk a másik "okának". 
Példaként legyen az egyik esemény, hogy egy általunk véletlenszerűen kiválasztot 
gépjárműnek magas a fogyasztása, a másik esemény, hogy kicsi az életartalma. A 
magyarországi gépjármű-sokaságból mintát véve azt tapasztaljuk, hogy a két esemény 
korrelál egymással, az együtes előfordulásuk valószínűsége nagyobb, mint ha egymástól 
függetlennek tételeznénk őket (annak a valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen kiválasztot 
gépkocsinak magas a fogyasztása kisebb, mint ha feltesszük azt is, hogy a kiválasztot 
autónak kicsi az életartalma). Ugyanakkor a két esemény közöti korrelációt nem 
magyaráznánk azzal, hogy az egyik maga után vonja, determinálja a másikat; az ilyenfajta 
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oksági magyarázatot nem éreznénk elfogadhatónak. E helyet talán azt próbálnánk vizsgálni, 
nincs esetleg valami közös oka a két esemény közöti korrelációnak; rövid gondolkozás után 
esetleg azt találhatnánk, hogy ilyen közös ok lehet az, hogy a gépjármű keleti gyártmányú. 
Milyen (szükséges) feltételeket kel kielégítenie az imént említet eseménynek ahhoz, hogy 
elfogadjuk közös oknak? Elvárjuk tőle, hogy a közös ok jelenlétét vagy távolmaradását 
feltételezve a két tulajdonság - a magas fogyasztás és az alacsony életartam - immár 
egymástól függetlenek legyenek, a közötük fennáló korreláció tűnjön el. Azt is szeretnénk 
elérni, hogy ha ezután csak a keleti gyártmányú autók közül válogatok, akkor nagyobb legyen 
a valószínűsége annak, hogy magas fogyasztású vagy alacsony életartalmú gépkocsira 
bukkanok, mint ha a nem keleti gyártmányúak közül válogatnék. 
Az imént megfogalmazotak azonban jól láthatólag csak szükséges, de nem elégséges 
feltételei annak, hogy egy eseményt (jelen esetben a kocsi keleti típusát) a magas fogyasztás 
és alacsony életartam közös okának nevezzünk. Lehetséges, hogy "a szélvédőn található 
'Made in USSR' matrica" eseményt választva közös oknak az ugyanúgy "leárnyékolja" a 
fogyasztás és életartam közöti együtjárást, ugyanakkor mégsem neveznénk jó szívvel 
"oknak", hiszen a kis matrica jelenléte feltehetőleg nincs semmilyen hatással sem a 
fogyasztásra, sem az életartamra. Ugyanígy, ha feltételezzük, hogy az összes keleti típusú 
autót (és csak azokat) a végleges kiselejtezés után Józsi bácsi roncstelepére szálítják, akkor 
az odakerülés eseményét feltételezve ugyanúgy függetlenné válik egymástól a magas 
fogyasztás és az alacsony életartam. Ugyanakkor nem neveznénk "oknak" egy időben később 
előforduló eseményt. 
Tegyük félre az események értelmezésével kapcsolatos nehézségeket, és tekintsük át, 
hogyan definiálja Reichenbach a közös okot (amely definícióval egyébként többek közöt az 
időirány klasszikus problémáját kívánta megoldani: hogyan lehetséges az ireverzibilitás, ha a 
statisztikus mechanika reverzibilis). Legyenek A és B (pozitívan) koreláló események, azaz 
olyanok, melyek együt gyakrabban fordulnak elő, mint az a véletlen egybeesés alapján 
várható lenne: 
 
    )()()( BABA µµµ >∧ ,    (1)  
 
valamint tegyük fel, hogy van egy olyan harmadik C esemény, mely kielégíti az alábbi négy 
feltételt: 
 
i., )|()|()|( CBCACBA µµµ =∧  
i.,  )|()|()|( ⊥⊥⊥ =∧ CBCACBA µµµ
ii.,  )|()|( ⊥> CACA µµ
iv., . )|()|( ⊥> CBCB µµ
 
Ekkor Reichenbach a C eseményt az A és a B esemény közöt fennáló koreláció közös 
okának nevezi. (  az X esemény valószínűségét, )(Xµ ⊥X  a komplementerét jelzi, a 
használandó jelöléseket és definíciókat lásd a matematikai függelékben). 
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Látható, hogy Reichenbach újítása többek közöt abban ál, hogy az oksági viszonyhoz 
szükséges két esemény helyet (ok és okozat) három eseményt különít el; két, egymással 
koreláló, iletve egy, a korrelációt semlegesítő eseményt. A definíció egyébként nem zárja ki 
a "közvetlen kauzális kapcsolatot" sem; látható, hogy C-nek akár A-t, akár B-t választva C 
esemény kielégíti a négy feltételt. 
Mit jelentenek szemléletesen ezek a követelmények? Az első két egyenlet jelentése a 
következő: ha az A, a B és az BA∧  eseményeket C iletve nem-C eseményre kondicionáljuk, 
az A és B közöti koreláció eltűnik. (Feltételezve C vagy nem-C esemény jelenlétét, az A és B 
esemény előfordulásának valószínűsége független lesz egymástól). Ezt a két feltételt más 
néven leárnyékolási tulajdonságnak (screening-of condition) is nevezik, mivel nemnula 
valószínűségeket feltételezve következnek belőlük a következő összefüggések: 
 
)|()|( CABCA µµ =∧ ,   )|()|( CBACB µµ =∧  
)|()|( ⊥⊥ =∧ CABCA µµ ,   )|()|( ⊥⊥ =∧ CBACB µµ
 
Ezek a formulák ugyanis úgy is értelmezhetők, hogy például C-t ismerve B ismerete már 
nem jelent új információt A feltételes valószínűségét tekintve, a C esemény mintegy 
"leárnyékolja" B hatását. (A leárnyékolási tulajdonság egyébként fontos szerepet kap 
valószínűségi folyamatoknál, gondoljunk csak a Markov-láncokra). 
Az első két feltétel esetében C és  szerepe teljesen szimmetrikus, nincsenek 
megkülönböztetve egymástól. A második két feltétel álítja fel közötük az aszimmetriát, mely 
szerint mind A, mind B gyakrabban következik be, ha C jelen van, mint ha elmarad. A 
szakirodalomban történtek kísérletek eme két feltétel más feltételekkel történő 
helyetesítésére, azonban fontos felhívni a figyelmet ara, hogy bizonyítható, miszerint i.,-iv., 
feltételek teljesülése esetén (1) koreláció fennál, amit egyes szerzők úgy fejeznek ki, hogy a 
definíció konzisztens. 
⊥C
Reichenbach az A, C, B eseményekből áló hármast konjunktív vilának nevezi, s ennek 
segítségével egy általános elvet fogalmaz meg: a konjunktív vilák a jövő felé nyitotak, nem 
pedig a múlt felé, azaz az egymással direkt kauzális kapcsolatban nem áló korelált 
események közös okkal mindig rendelkeznek, de közös hatással sosem. A reichenbachi közös 
ok elv értelmében minden korelációnak van vagy direkt, vagy közös oka. (Reichenbach 
nyitot iletve zárt vilák kérdésére vonatkozó nézetei olvashatók fő interpretátoránál, 
Salmonnál (Salmon, 1984)). 
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A B 
E 
A B 
A B 
E 
C C 
zárt vila múlt felé nyitot vila jövő felé nyitot vila 
Félretéve a kérdést, hogy a fenti definícióval mennyire sikerült Reichenbachnak 
megragadnia azt a jelenséget, amit intuitíve két esemény "közös okának" neveznénk, 
felhívnám a figyelmet a definícióval kapcsolatban felmerülő néhány megkülönböztetésre, 
melynek figyelmen kívül hagyása már sok félreértésre adot okot. Először is, mint a 
megfogalmazásból is látható, a C esemény nem A és B esemény közös oka, hanem a közötük 
fennáló korreláció oka. A C esemény feltételezése csak növeli a két korrelált esemény 
előfordulásának valószínűségét, de nem magyarázza azokat. Az első két feltétel tehát csak 
annyit mutat, hogy C iletve  feltételezése már függetlenné teszi a két eseményt. ⊥C
Másodszor, i.,-iv., csak szükséges feltételek, egy azokat kielégítő C eseményt korántsem 
biztos, hogy elfogadnánk közös ok gyanánt (ennek megmutatására szolgál a matrica és a depó 
példája). Az a véleményem, hogy a "közös ok" megnevezés tökéletesen félrevezető, sok 
probléma forrásául szolgál, mert megtévesztően azt a képzetet sugalja, hogy köze van 
bármiféle oksági kapcsolathoz, holot valójában nincs (legjobb lenne kitalálni valamilyen más 
terminológiát, például nevezhetnénk közös semlegesítőnek, vagy valami hasonlónak). 
Fel kel hívni a figyelmet még két nehézségre: az egzisztencia és az unicitás kérdésére. 
Egyfelől korántsem bizonyos, hogy van olyan, A és B eseménytől különböző C esemény, 
mely kielégíti a fenti négy feltételt, s így magyarázó okként szolgálhat, másfelől nem biztos, 
hogy ha van ilyen közös ok, akkor csak egy van. Ha ugyanis sok olyan eseményt találunk, 
mely kielégíti a reichenbachi feltételeket, akkor felmerülhet a közötük történő választás 
kérdése. Mint később látni fogjuk, mindkét probléma felvetődik a közös-ok zártság kapcsán. 
A reichenbachi közös ok fogalmát sokan próbálták megreformálni, átalakítani. Mint már a 
bevezető elején is említetem, a fogalom alkalmazási köre meglehetősen tág. Ezekre a 
kísérletekre és alkalmazásokra it nem térünk ki, a jelentősebbeket iletően lásd (Hofer-Szabó, 
2000a) iletve (Salmon, 1984). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 6
Reichenbachi közös-ok zárt rendszerek   tudományfilozófia  TDK  dolgozat  
Közös-ok zárt rendszerek 
 
 
 
Úgy tűnik, többé-kevésbé meg lehet különböztetni két hozzáálást, melyel a hasonló 
jelegű problémákhoz lehet közelíteni. Az egyik út inkább a fundamentális kérdésekre helyezi 
a hangsúlyt, azt vizsgálva, vajon a fogalomnak van-e egyáltalán valami jelentése, 
használható-e ara a célra, melyre megalkoták, mennyiben adekvát az általa kezelni kívánt 
kérdéskörhöz, milyen (episztemológiai, ontológiai stb.) előzetes feltevésekkel él, stb. A 
matematikai struktúra interpretálási lehetőségeinek feszegetése sokak számára jóval 
filozofikusabb színezetű lehet, mint a másik út, mely - elfogadván és alapul véve a tételezet 
fogalmat - a kérdezést inkább a következmények irányában folytatja: hogyan érthetjük jól a 
fogalmat? milyen következményei vannak az elméletnek? milyen eredményekre vezet az 
adot eszköz használata? 
Írásom magját ez utóbbi megközelítés uralja. Célom a Reichenbach által formalizált 
matematikai struktúrával kapcsolatban felmerült egyes kérdések (matematikai és filozófiai 
jelegű) vizsgálata; az alábbi fejezet kísérletet tesz egy, a szakirodalomban (lásd például 
(Hofer-Szabó, Rédei, Szabó, 1999)) nyitot kérdésként felmerült probléma megválaszolására 
és továbbgondolására. A vizsgálódásnak - mivel nem pusztán matematikai jelegű 
nehézséggel álunk szemben - ugyanakkor folyamatosan alkalmazkodnia kel leendő 
interpretációjának igényeihez; ennek megfelelően választjuk ki a bizonyítandó tételeket, 
vezetünk be új definíciókat, jelölünk ki új célokat, fogalmazunk meg további kérdéseket. 
Két egymással valamilyen értelemben korreláló eseményt látva a világban felmerülhet 
bennünk a kérdés, vajon mi lehet ezen együtjárás oka? Egyszerű a válasz (persze nem az), ha 
a két eseményt közvetlen oksági kapcsolat fűzi össze: az egyik okozza a másikat, az egyik oka 
a másiknak. Ha nem lelünk ilyen magyarázatra, akkor merül fel: nincs esetleg valamilyen 
közös okuk, mely magyarázná a közötük fennáló korelációt? Vajon mindig található ilyen 
közös ok, ha nem mutatható ki a közvetlen oksági lánc? 
Az utóbbi kérdés Reichenbach nyelvén a következőképpen pontosítható: ha egy 
valószínűségi térben adot két pozitívan koreláló esemény, vajon mindig van-e egy olyan 
tőlük különböző harmadik, mely kielégíti a négy reichenbachi szükséges feltételt? A válasz 
negatív: könnyen megadható olyan eseménytér, melyben két koreláló eseménynek nincs 
közös oka. Természetesen merül fel a következő kérdés: ha egy korelációhoz nem találunk 
közös okot, akkor vajon kiterjeszthető-e az eredeti rendszerünk úgy, hogy abban már legyen 
az eredeti korrelációnak közös oka? A válasz erre a kérdésre már igenlő: belátható, hogy 
tetszőleges korelációhoz található az eredeti algebrának olyan kiterjesztése, mely már 
tartalmazza az adot korreláció közös okát. A vizsgálódás során adódik a következő is: vajon 
vannak-e ún. közös-ok zárt rendszerek, azaz olyanok, melyekhez az imént említet 
kiterjesztést nem kel elvégezni, mivel minden, benne található korrelációhoz már eleve van 
közös ok az algebrán belül. Az imént említet kiterjesztési eljárással nem garantált az ilyen 
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rendszerek léte: a kiterjesztés során felbukkannak új korelációk, s ezért véges lépésben nem 
biztosítot a kívánt álapot elérése. 
Mit jelentene szemléletesen, ha találnánk ilyen közös-ok zárt rendszereket? Intuitíve 
adódik a fizikai elméletek teljességéhez kötődő kép: valószínűségi leírásunk bármely két 
együtjáró, egymástól nem független esemény korreláltságát meg tudná magyarázni 
valamilyen tőlük különböző esemény segítségével. Persze nem igazán várjuk el az elméletől, 
hogy minden ilyen együtjárást megmagyarázzon; továbbra is meg szeretnénk engedni a 
közvetlen ok-okozati kapcsolatot is, s az ilyen típusú magyarázatot csak az egymástól 
közvetlenül kauzálisan nem függő események esetén várnánk. A kérdés tehát az, vannak-e 
közös-ok zárt rendszerek, s ha igen, milyen tulajdonságokkal rendelkeznek 
 
 
 
 
Alapdefiníciók, jelölések 
 
 
Mielőt belekezdenénk a kérdés tárgyalásába, megfogalmazunk néhány gondolatot a 
használt matematikai struktúrával kapcsolatban. Az ún. események egy eseménytér elemei, s 
nem összekeverendők azzal, amit a valóságos fizikai fogalmakkal kapcsolatban szoktunk néha 
eseményeknek nevezni. "A valószínűségszámítás, mint a matematika része, nem a valóság 
leírására vonatkozik. Ha tehát a valószínűségelmélet fogalmait a reális világra kívánjuk 
vonatkoztatni, ez - hasonlóan a geometriához - nem tehető meg közvetlenül, hanem csak úgy, 
hogy a valószínűségszámítás részét képezi a világ leírását szolgáló - például fizikai - 
elméletnek" (Szabó, 2000b). A model alkalmazásának igényétől függ, hogy ez az adot 
eseménytér milyen tulajdonságokkal kel rendelkezzen. Mivel a statisztikai mérések 
("kísérletek") általában véges sok mérési eredményre vezetnek, ezért az ily módon értelmezet 
lehetséges események száma is többnyire véges. Mi azonban nem csak ilyen véges 
eseményterekkel szeretnénk foglalkozni; tágabban értelmezve, a valószínűségszámítás 
általában az eseményterektől azt követeli meg, hogy σ-algebrák, vagy legalábbis Boole-
algebrák legyenek (melynek definíciója adekvátnak tűnik a modelezéshez), s ezeknek csak 
szűk csoportját alkotják a véges Boole-algebrák. 
Elemzésünk további részében megkülönbözteteten kezeljük az eseményterek két 
csoportját: a véges és az atommentes (mértékkel elátot) algebrát. Szemléletesen az első olyan 
eseményteret jelent, ahol mindig van véges számú legkisebb (atomi vagy elemi) esemény, 
amely nem osztható további részekre, nincsenek nemüres valódi részhalmazai (ilyenek 
lehetnek például a mérési eredményekre ilesztet véges eseménytér). A második típusú 
valószínűségi mező nem véges, s nincsenek benne "legkisebb valószínűségű" események 
(minden pozitív valószínűségi esemény előál két, nála kisebb valószínűségű diszjunkt 
esemény egyesítéseként). Ere példa lehet a (0.1) intervallum Lebesgue-mérhető halmazainak 
halmaza, ahol a valószínűségi mértéket a Lebesgue-mérték adja. 
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Ha  események olyanok, melyekre Σ∈BA,
 
    )()()( BABA µµµ >∧    (1)  
 
teljesül, akkor azt mondjuk, hogy A és B események (pozitívan) korelálnak egymással. 
A továbbiakban végig csak a pozitív korelációkkal fogunk foglalkozni. Ennek oka, hogy 
két esemény egymással pontosan akkor korelál pozitívan, ha az egyik esemény a másik 
komplementerével negatívan korrelál, s viszont; amennyiben tehát csak két esemény 
korelációjához keresünk közös okot, elegendő az egyik irányba folytatni a vizsgálódást. 
 
Most pedig lássuk ismét Reichenbach szükséges feltételeit: 
Definíció1: Egy Σ∈C  eseményt az (1)-es korreláció (reichenbachi értelemben vet) közös 
okának nevezünk, ha kielégíti az alábbi négy feltételt: 
 
i., )|()|()|( CBCACBA µµµ =∧  
i.,  )|()|()|( ⊥⊥⊥ =∧ CBCACBA µµµ
ii.,  )|()|( ⊥> CACA µµ
iv., , )|()|( ⊥> CBCB µµ
 
( )(
)()|( Y
YXYX µ
µµ ∧=  a szokásos feltételes valószínűséget jelzi, valamint 0)( ≠Xµ  teljesül 
-re). },,,{ ⊥∈ CCBAX
 
Reichenbach bebizonyítota, hogy amennyiben léteznek olyan A, B, C események, 
melyekre i-iv feltételek fennálnak, úgy A-ra és B-re teljesül (1), azaz a fogalom konzisztens 
abban az értelemben, hogy ha találunk olyan A, B, C eseményeket, melyek kielégítik i-iv 
feltételeket, akkor A és B korelálni is fognak (a konzisztencia il. az utolsó két feltétel 
szükséges voltának problematikájáról lásd (Hofer-Szabó, 2000a). Meg kel azonban ismét 
jegyeznünk, hogy az (1) koreláció fennálásából még nem következik, hogy , amely 
kielégíti az i.,-iv., feltételeket, azaz nem biztos, hogy mindig találhatunk közös okot. 
Σ∈∃C
 
Könnyen belátható, hogy akár A-t, akár B-t választva C-nek, C kielégíti a fenti négy 
feltételt, s így formálisan közös oknak minősülhet. „Szemléletesen” szólva a közös ok 
definíciója nem zárja ki úgymond a „direkt kauzális kapcsolatot” a koreláló események 
közöt. Hasonlóképpen választhatnánk C-nek egy olyan eseményt, melyre ugyan  (il. 
), elenben 
AC≠
BC≠
 
    0)( =∆CAµ      (2) 
(il. 0)( =∆CBµ )     (3)  
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teljesül; ám az ilyen C sem tekinthető igazán közös oknak, mivel ekkor A és C (il. B és C) 
nula valószínűségű esemény(ek)től eltekintve azonosak (∆ a szimmetrikus diferencia jele). 
Ha tehát C az (1) koreláció olyan közös oka, melyre nem teljesül sem (2), sem (3), akkor C-t 
valódi közös oknak mondjuk (proper common cause), s ezentúl, ha közös okról beszélünk, 
mindig ilyen típusú közös okra gondolunk (hacsak az elenkezőjét nem jelezzük). Másképpen: 
 
Definíció2: Két  eseményt (valószínűségi értelemben) különbözőnek nevezünk, ha Σ∈BA,
0)( ≠∆BAµ . Úgy is mondhatjuk, hogy A (valószínűségi értelemben) különbözik B-től. 
Az iménti definícióval élve azt mondhatjuk, hogy C akkor valódi közös oka A és B közöti 
korelációnak, ha közös oka, és különbözik a korelált pár mindkét tagjától. 
 
 
 
 
A közös-ok zártság kérdése 
 
 
Felmerülhet az imént adot definícióval kapcsolatban néhány kérdés: vajon van-e 
egyáltalán olyan algebra, melyben legalább egy koreláló párhoz találhatunk közös okot; ha 
igen, vajon minden koreláló párhoz található közös ok? Ha nem található minden párhoz 
közös ok, akkor kiterjeszthető-e úgy az algebra, hogy abban már találjunk ilyet? 
Könnyű mutatni olyan példát, ahol az első kérdésre igen, a másodikra nem a válasz. Hofer-
Szabó Gábor, Rédei Miklós és Szabó E. László foglalkoztak azzal a problémával, hogy 
miként lehet egy olyan rendszert (a könnyebbség kedvéért néhol rendszernek nevezem az 
adot ),( µΣ  valószínűségi mezőt), amiben szerepelnek (1) értelemben vet koreláló párok, 
ám azokhoz nem található közös ok, kiterjeszteni olyanná, amiben ennek a korelált párnak 
már van közös oka. A megfogalmazot tételt bizonyítás nélkül közöljük: 
 
Tétel (kiterjesztési): Legyen adva ),( µΣ -ben koreláló eseménypároknak egy , 
 véges halmaza. Ekkor mindig létezik 
),( iiBA
ki ,.,1= ),( µΣ -nek egy olyan )','( µΣ  kiterjesztése, 
melyben mindegyik  korelációnak van egy C),( iiBA i közös oka. 
 
A cikk (Hofer-Szabó, Rédei, Szabó, 1999) végén nyitot kérdésként felmerült, vajon 
vannak-e közös-ok zárt eseményterek, azaz olyan rendszerek, melyekben minden, egymással 
(1) értelemben korreláló A és B esemény korelációjának van közös oka, s ha vannak, akkor 
ezek milyen típusúak. Első pilantásra úgy tűnhet, hogy a válasz a tétel értelmében igen; 
vegyük ugyanis az összes, az algebrában előforduló korelált párt, s a tétel szerint így van 
olyan tágabb eseménytér, amelyben ezen pároknak már mind van közös oka. Csakhogy a 
kiterjesztéssel megjelennek új korelációk is (pl. A és B esemény C közös oka - ami benne van 
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a bővebb mértéktérben - korelálni fog mind A-val, mid B-vel), melyeknek nem garantált, 
hogy van közös oka. 
 
A cikk által feltet kérdésre, miszerint léteznek-e közös-ok zárt rendszerek, s ha igen, 
milyen tulajdonságokkal rendelkeznek, különböző választ fogunk kapni atól függően, milyen 
eseményteret veszünk alapul. Ki fog derülni, hogy míg véges esetben meglepő módon csak 
egyféle ilyen algebra létezik, addig atommentes esetben minden algebra közös-ok zárt lesz. 
Ennek közvetlen következménye, hogy ez utóbbiaknál nincs szükségünk az imént kimondot 
kiterjesztési tételre, mivel minden koreláló párhoz már eleve található közös ok. 
 
 
 
 
Közös-ok zártság: új definíciók, segédtételek 
 
 
Mielőt elkezdenénk tételeink kimondását és bizonyítását, rögzítünk néhány új definíciót és 
levezetünk egy-két segédtételt. 
Ha a közös-ok zártság eredetileg kimondot változatánál maradunk, matematikailag 
felvetődhet a kérdés, mi a helyzet abban az esetben, amikor B eseményt úgy választjuk, 
hogy AB=  legyen. Látható, hogy ekkor, (ha 1)( ≠Aµ )) (1) korreláció mindig teljesül (egy 
esemény mindig korrelálni fog saját magával), ám a közös ok „mondanivalója” elvész, így az 
ilyen esetben nem tartjuk fontosnak, hogy találjunk az A eseménytől különböző közös okot. 
(A helyzet azért tisztázandó, mert ha, mint korábban megfogalmaztuk, minden korelációhoz 
akarnánk találni közös okot, akkor az ilyen típusúakhoz nem találnánk magától különbözőt. 
Fontos feladat a közös-ok zártságnak olyan definícióját adni, azaz csak olyan események 
korelációja esetén keresni közös okot, melyeknél "el is várjuk", hogy találjunk hozzá. A 
definíciók megfogalmazásakor álandóan az elérendő célnak kel vezetnie kezünket). Hasonló 
a helyzet, ha A és B nulmértékű esemény(ek)től eltekintve azonosak; ennek szelemében 
lássuk a közös-ok zártság első definícióját: 
 
Definíció3: Egy  valószínűségi mezőt közös-ok zártnak nevezünk, ha minden olyan 
-ra, melyek különbözőek s melyekre teljesül (1) (ezentúl az átekinthetőség kedvéért: 
A és B korrelálnak) , hogy C az (1) korreláció (valódi) közös oka. Ha ez a feltétel úgy 
teljesül, hogy az algebránkban egyáltalán nincs korelált pár, úgy azt triviális közös-ok 
zártnak nevezzük; ezentúl, ha közös-ok zártságról beszélünk, akkor azon a nem triviális esetet 
értjük. 
),Σ( µ
Σ∈BA,
Σ∈∃C
It jegyezném meg, néha közös-ok zártság helyet közös-ok teljességről is szokás beszélni; 
ez a két fogalom matematikailag ekvivalens egymással, s it mi az első elnevezést fogjuk 
használni. A zártság azonban elsősorban algebrai fogalom, a teljesség pedig inkább az 
"elméletek zártságára" utal, tehát a zártság interpretációjához kötődik. 
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Három másik definíció véges Boole-algebrákra vonatkozik: 
Definíció4: Egy Σ∈A  esemény redukáltjának mondjuk és 1A-el jelöljük azt az  
eseményt, melyre  
AA⊆1
0)\(, 1 =⇒⊆Σ∈∀ BAABB µ
Egy esemény redukálásával így tulajdonképpen elhagyjuk A-ból a nula mértékű atomokat. 
 
Definíció5: Egy )','( µΣ  valószínűségi mezőt -típusúnak mondunk, s -t ),Σ( µ ),Σ( µ
)','( µΣ  redukáltjának mondjuk, ha 'Σ⊆Σ , ''Σ∈∀A -nek megfeleltethető egy olyan Σ∈A , 
melyre , 1)'(AA= )'(')( AA µµ = , valamint  teljesül. 1: AAA =Σ∈∀
 
Tehát gyakorlatilag ezzel a redukálással „megfosztjuk” a Boole-algebrát a nula mértékű 
atomoktól. Célom a definícióval az, hogy „egy kalap alá vehessem” azokat a valószínűségi 
mezőket, melyek „párba álítható” eseményei egymástól nem különbözőek, azaz felálítsak 
közötük egy ekvivalenciaosztályt, melyet a legszűkebb algebra reprezentál. 
Látható, a „redukált” szó két különböző használata egymással rokon (esemény redukáltja 
és valószínűségi mező redukáltja), s ez ösztönzöt ara, hogy ne különböztessem meg őket. Új 
fogalmainkkal atomos esetre megadhatjuk a különbözőség egy új, az eredetivel ekvivalens 
definícióját is: A és B egymástól különbözőek, ha 11 BA≠ . 
(A későbbi levezetéseket persze megtehetnénk úgy is, hogy kimondjuk: mi csak a nula 
mértékű atomot nem tartalmazó eseményterekkel foglalkozunk; nem akartam azonban 
leszűkíteni a tárgyalást). 
 
Definíció6: Egy valószínűségi mezőt a továbbiakban uniformnak nevezünk, ha atomjai 
mértéke egyenlő (vagyis },.1{,:1 njinji ∈∀==αα ) (az algebrán értelmezet mérték tehát 
uniform). 
Könnyen látható, hogy egy eseménytér uniform voltából következik véges volta is (a 
mérték additivitása és normalizáltsága miat). 
 
Most pedig lássunk be néhány segédtételt ara vonatkozóan, mikor nem lehet Σ∈C  
eseményt egy koreláció közös okának tekinteni, valamint hogy milyen C feltételezése esetén 
nem lehetséges, hogy egy  pár egymással (1) értelemben véve koreláljon. Az első 
négy lemmánkhoz tegyük fel, hogy (1) teljesül. 
Σ∈BA,
 
Lemma1: Ha , akkor C nem lehet (1) közös oka (tehát minden közös oknak 
kel tartalmaznia valamit a metszetből). 
⊥∧⊆ )( BAC
Bizonyítás1: i.,-ből következik, hogy vagy 0)( =∧CAµ -nak, vagy 0)( =∧CBµ -nak 
kelene ehhez teljesülnie, ám ekkor vagy ii., vagy iv., nem teljesülhet. □ 
 
Lemma2: Ha  és BCBA ∧=∧ AC⊃ , akkor C nem lehet valódi közös ok. 
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Bizonyítás2: i.,-ből következik, hogy ehhez )()( AC µµ = -ra lenne szükség (ám mivel 
közös okunknak valódinak kel lennie, ezért ez nem teljesülhet). □ 
 
Lemma3:  nem lehet valódi közös ok. BAC ∧=
Bizonyítás3: i.,-ből rövid levezetés után következik, hogy ehhez vagy )()( AC µµ = , vagy 
)()( BC µµ =  kelene. □ 
 
Lemma4:  nem lehet valódi közös ok. BAC ∨=
Bizonyítás4: It i.,-ből következik – az előzőekhez hasonlóan -, hogy ehhez vagy 
)()( AC µµ = , vagy )()( BC µµ =  teljesülése szükségeltetne. □ 
 
Lemma5:  esetén C nem lehet valódi közös ok. CBA ⊂⊆
Bizonyítás5: i.,-ből rögtön adódik, hogy ehhez )()( BC µµ = -re lenne szükség. □ 
 
Lemma6: Ha 1)( =∨BAµ , akkor A és B nem korrelálhatnak. 
Bizonyítás6: (1)  és  1)( =∨BAµ  együtes  fennálásának  esetén  ugyanis:  
1)()\(1)(()\()()()()( >⇒−>−⇒>∧ ABAABAABABA µµµµµµµµ , ez az eset pedig 
nem teljesülhet. □ 
 
Lemma7: Ha  nulmértékű eseményektől eltekintve, akkor, BCA ⊂⊂ 1)( ≠Bµ , akkor C 
mindig megfelel közös oknak. 
Bizonyítás7: i.,-iv., feltételekbe C-t behelyetesítve az álítás rögtön adódik. □ 
 
 
 
 
 
Közös-ok zártság: véges eset 
 
 
Mint hamarosan látni fogjuk, véges esetben a közös-ok zártság fogalmának szűkítésére lesz 
szükség ahhoz, hogy találhassunk közös-ok teljes rendszereket – igaz, hogy még így is csak 
egyféle típusúra lelünk. 
 
Álítás1: Nem létezik (nemtriviális) véges (a 3. definíció értelmében vet) közös-ok zárt 
valószínűségi tér. 
Bizonyítás1: A bizonyítás menete a következő: a triviális esetek kizárása után 
(emlékeztetőül: triviális közös-ok zártnak neveztük azon algebrákat, melyek azért elégítik ki a 
közös-ok zártság kritériumát, mert nincs is bennük korelált eseménypár) megmutatjuk, hogy 
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minden véges eseménytérben megadható két olyan koreláló esemény, hogy korelációjuknak 
nem lehet közös oka az algebrában (a két eseményt meg is konstruáljuk). (lásd Függelék1). □ 
 
A bizonyításból kiderül, hogy azért nem lehet véges közös-ok zárt rendszert találni, mert 
abból kiválaszthatóak lesznek olyan események, amelyek közül egyik tartalmazza a másikat, s 
korelálnak egymással. Mivel azonban ilyen esetben – ha a közös-ok zártság fogalmának 
„értelmét” vagy „rendeltetési célját” tekintjük – nem is várnánk el a két eseménytől, hogy 
azok korelációját valamilyen tőlük különböző eseménnyel magyarázzunk (direkt kapcsolat), 
ezért talán érdemes leszűkíteni a véges esetre vonatkozó közös-ok zártság definícióját úgy, 
hogy csak az olyan, egymással koreláló események korelációjához kötjük ki a közös ok 
létezését, amelyek közül egyik sem tartalmazza – nulmértékű esemény(ek)től eltekintve – a 
másikat. 
 
Kimondva: 
Definíció3’(véges eset): Egy  valószínűségi mezőt (új értelemben) közös-ok zártnak 
nevezünk, ha az a Definíció
),Σ( µ
3 értelmében az, valamint ha a két koreláló eseményekre 
teljesülnek még az ,  feltételek is. 11 BA⊄ 11 AB⊄
(Ha nincs szükség megkülönböztetésre, akkor a továbbiakban az így megadot zártság-
fogalmat használjuk; ha ere mégis szükség lenne, ez utóbbi definíció értelmében vet közös 
okra javaslom a kicsit talán hosszadalmas közös-ok szemi-zárt kifejezést, ami jól mutatja, 
hogy immár nem minden korelált eseménypára követeljük meg, hogy korelációjuknak 
legyen közös oka). 
 
A definíció azt próbálja rögzíteni, hogy a két koreláló esemény közül egyik se tartalmazza 
nulmértékű eseményektől eltekintve a másikat. A fogalom új változata, mint látni fogjuk, 
szoros kapcsolatot mutat a később bevezetendő logikai függetlenség fogalmával. 
Sajnos, mint látni fogjuk, így sem jutunk közös-ok zárt rendszerek bő osztályához, csupán 
egy típusú közös-ok zárt rendszert fogunk találni (ennek redukáltja pedig az ötatomos, 
uniform mértékű Boole-algebra lesz. Emlékeztetőül, ez azt jelenti, hogy az ötatomos, uniform 
mértékű algebrán kívül igaz lesz még a 6, 7,.,k,… atomszámú algebrákra is, melyek azonban 
az öt, egyenlő mértékű atomtól eltekintve csak nulmértékű atomokat tartalmaznak). 
 
Álítás2: Csak egyféle típusú közös-ok (szemi-)zárt véges valószínűségi mező létezik 
(ennek redukáltja pedig az ötatomos, uniform mértékű Boole-algebra). 
A bizonyítás során először feltesszük, hogy nincs nula mértékű atomunk (a nula mértékű 
atomok elhagyásával véges algebrához jutunk); ez az út is két ágra bomlik, az egyiknél csak 
az uniform esetre szorítkozunk (A.,), a másiknál a nem uniformra (B.,). Majd mindezek után 
belátjuk, hogy ha egy nulmértékű eseményt tartalmazó algebra közös-ok zárt lenne, akkor a 
redukáltja is az lenne (C.,). 
Bizonyítás2: 
A., Tegyük fel, hogy rendszerünkben nincs nulmértékű atom, uniform (ebből következően 
véges), és atomjainak száma n. Könnyen elenőrizhető, hogy n=1,.,4-re nem kapunk 
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korelációkat. Tegyük fel ezután, hogy , legyen 5≥n },,{ 321 ωωω=A , },,{ 432 ωωω=B . (1) 
teljesülésének feltétele: 5,4332 >⇔> nnnn , ami feltételünk szerint fennál, így az így mindig 
kiválasztható A és B kielégítik (1)-t (korelálnak). A bizonyítás további részében 
megmutatjuk, hogy semmilyen, algebránkban lévő C esemény nem választható közös oknak 
(lásd Függelék3), kivéve, ha . Ez utóbbi esetén pedig megmutatjuk, hogy ez a rendszer 
valóban közös-ok zárt (Függelék
5=n
4). 
B., Most tegyük fel, hogy rendszerünk mértéke nem uniform, de továbbra is tegyük fel, 
hogy },.,2,1{,0 nii ∈∀>α . Rendezzük úgy az atomok indexeit, hogy azok mértékeire 
nααα ≥≥≥ .21  teljesüljön, így tehát nαα>1  feltételünk szerint teljesül (hiszen most 
algebránk - feltevésünk szerint - nem uniform, így van benne legalább két különböző mértékű 
atom). Ismét könnyen elenőrizhető, hogy n=1,2,3-ra nem kapunk korelációkat. Tegyük fel 
tehát, hogy , s legyen ekkor 4≥n },{ 21ωω=A , },{ 32ωω=B . (1) koreláció teljesülésének 
feltételét a mértékekre felírva: ))(( 1111 nn ααααα ++> − = , a 
jobboldal utolsó tagját szigorúan majorálva 
nnnn ααααααα 111121 −− +++
21 −nαα -vel, majd az egyenlőtlenséget 01≠α -val 
leosztva nnn αααα +++> −− 1211  egyenlőtlenséghez jutunk, ami  esetén nyilvánvalóan 
teljesül, míg a szigorú majorálás miat az eredeti egyenlőtlenségünk 
4>n
4=n  esetén is fenn fog 
álni. Ez azt jelenti, hogy az így mindig megválasztható A és B szükségképpen korelálnak. 
Ezután  bizonyítás az előző (A.,) esethez hasonló számolással megmutatja, hogy 
semmilyen C esemény nem alkalmas a koreláció közös okának szerepére (Függelék5). 
C., Harmadszora engedjük meg a nulmértékű atomok létét is, valamint tegyük fel, hogy 
rendszerünk közös-ok zárt. Megmutatjuk, hogy ekkor a redukáltjának is annak kel lennie, s 
mivel tudjuk, hogy a redukáltja nem tartalmaz nulmértékű atomot, valamint már belátuk, 
hogy ilyen csak akkor lehet közös-ok zárt, ha ötatomos és uniform, ezért rendszerünk csak 
akkor lehet közös-ok zárt, ha az előbb említet ötatomos rendszer típusába tartozik. 
Megmutatjuk azt is, hogy az ilyen típusú rendszer valóban közös-ok zárt lesz (Függelék4). 
Tegyük fel tehát, hogy A, B, és C olyan, hogy A és B (1) értelemben korelálnak, s C a 
korelációjuk (valódi) közös oka. Legyen , azaz legyen 10 \AAA = 0A az 1A kiegészítője. 
Ekkor a metszetek így is felbonthatók: pl. 
)()()()( 00100111 CACACACACA ∧∨∧∨∧∨∧=∧ . 
Mivel a tagok páronként diszjunktak, ezért uniójuk mértéke egyenlő a mértékük 
összegével, ám mivel az első tag kivételével mindegyikük mértéke 0, ezért 
, s innen már adódik az álítás. □ )()( 11 CACA ∧=∧ µµ
 
 
Foglaljuk röviden össze, mire jutotunk véges algebrák esetén: megmutatuk, hogy egy 
esetet leszámítva egyik ilyen eseménytér sem közös-ok zárt, azaz mindig felmutathatóak 
benne olyan koreláló párok, melyekhez nem lehet találni közös okot. Az eredmény nem 
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feltétlen meglepő: sejthető, hogy ha csak véges sok esemény ál rendelkezésünkre, több 
koreláció fog előfordulni, mint ahánynak közös okot találhatunk. 
Első pilanatban furcsa lehet, hogy ara az eredményre jutotunk: egy ilyen (típusú) közös 
ok teljes rendszer mégis van, nevezetesen a 25 elemű uniform mértékű algebra. Van 
valamilyen kitüntetet szerepe? Mond ez valamit esetleg a világ szerkezetéről? 
Valószínűleg nem. Kitüntetetsége abban ál, hogy már elég nagy ahhoz, hogy találjunk 
benne korelációt, de még elég kicsi, hogy kikerülje a bizonyításban konstruált két esemény 
csapdáját. Mindenesetre példák szerkesztéséhez jó, ha tudunk ilyen esetről is. 
 
 
 
 
Közös-ok zártság: atommentes eset 
 
 
Mint hamarosan látni fogjuk, atommentes eset feltételezésekor nincs szükség Definíció3 
leszűkítésére, ugyanis akár már az eredeti meghatározást alapul véve is beláthatjuk, hogy 
minden ilyen rendszer közös-ok zárt lesz. Ehhez azonban ki kel mondanunk még a következő 
lemmát: 
 
Lemma8: Atommentes mértéktérben (olyanban tehát, melyben a mérték atommentes) 
mindig igaz, hogy βµαβαµ =⊆∃≤<∀⇒>=Σ∈≠∀ )(::00)(:0 BABAA . 
Bizonyítás8: A lemma bizonyítását it nem közöljük, megtalálható többek közöt (Halmos, 
1950). □ 
 
Álítás3: Minden atommentes valószínűségi mező közös-ok zárt. 
Bizonyítás3: A bizonyítás két részre bontható: ha a korelált eseménypár közül az egyik 
nulmértékű résztől eltekintve tartalmazza a másikat, akkor Lemma7 miat tudunk hozzá 
választani alkalmas közös okot, mely a kető közöt helyezkedik el. Ha nem ez a helyzet, 
akkor bebizonyítjuk, hogy mindig meg tudunk adni olyan, ketőjük metszetében lévő 
eseményt, ami kielégíti a szükséges feltételeket. A továbbiakat lásd a Függelék6-ban. □ 
 
A tételnek és bizonyításának fontos következményei vannak. Egyrészt, ha minden ilyen 
algebra már az eredeti értelemben is közös-ok zárt, akkor nincs szükség az algebra 
kiterjesztéséhez. Másrészt viszont, s ez a bizonyítás módjából látszik, ebben az esetben 
végtelen sok, egymástól különböző közös ok is megadható, ami nem teszi túlságosan 
kezelhetővé és alkalmassá a fogalom "gyakorlati" alkalmazását. 
 
A szakirodalomban előfordul a közös ok fogalmának további diferenciálása is: 
megkülönböztetjük egymástól az erős (strong) és a tisztán valószínűségi (genuinely 
probabilistic) közös okot (lásd (Rédei, 1998). Egyszerűsítve egy közös okot erős közös 
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oknak nevezünk, ha benne van a korelált eseménypár metszetében, tisztán valószínűséginek, 
ha nincs benne az uniójukban sem. Az új definíciók alapján - a bizonyítás menetét figyelembe 
véve - megálapíthatjuk: 
Következmény1: atommentes algebra esetén egymást (nulmértékű halmazoktól 
eltekintve) nem tartalmazó korelált eseménypárok korelációjának mindig van erős közös 
oka. 
Felmerülhet a kérdés, vajon van-e mindig tisztán valószínűségi közös ok is? Ezzel 
kapcsolatban magfogalmazhatjuk a következő álítást: 
 
Álítás4: Atommentes valószínűségi mező esetén minden két, egymást (nulmértékű 
halmazoktól eltekintve) nem tartalmazó koreláló esemény korelációjához található tisztán 
valószínűségi közös ok. 
Bizonyítás4: A harmadik álítás bizonyításához hasonlóan it is megkonstruálunk egy 
alkalmas mértékű (mindkét eseményt tartalmazó, s így tisztán valószínűségi) közös okot. A 
bizonyítás menetét lásd a Függelék7-ben. 
 
Korábban az is kérdéses volt, vajon tudunk-e egyáltalán példát mutatni tisztán 
valószínűségi típusú okra. Válaszul elegendő utalni az ötatomos uniform esetre, ahol az egyik 
korelációhoz talált közös okot ilyen volt (s ez a példa persze átvihető nem atomos esetre is). 
 
Mint látható, sem véges, sem atommentes esetben nem jutotunk igazán kielégítő 
eredményre. Véges esetben (kevés kivételtől eltekintve) azt találtuk, hogy az algebrák 
általában nem zártak, atommentes esetben pedig azt, hogy minden esetben azok, ráadásul nem 
is egy közös okot találtunk, hanem végtelen sokat. Szeretnénk azonban, ha valamilyen módon 
mégis értelmessé, használhatóbbá lehetne tenni intuitíve elvárható újabb megszorításokkal 
fogalmunkat. Megpróbáljuk tehát ismét szűkíteni a vizsgálandó események körét. 
 
 
 
Logikai függetlenség 
 
 
Fizikai elméletek szemantikai megközelítésének kibontása során be lehet vezetni bizonyos 
függetlenségi fogalmakat. Ismert, hogy kétértékű formális logikai nyelvek álításai az 
interpretációfüggvény segítségével megfeleltethetőek Boole-algebrák részhalmazainak 
(hasonló megfeleltetésen nyugszik az is, hogy például a Hilbert terek altér-hálóinak elméletét 
kvantum-logikának szokás hívni), s a függetlenségi fogalmak ezért fontos szerepet játszhatnak 
ezen algebrák vizsgálatakor. (Rédei, 1998) hat különböző "logikai" függetlenségi fogalmat 
különböztet meg, ezek közül it bizonyos előzetes megfontolások miat csak az utolsóval 
fogunk foglalkozni, melynek neve logikai függetlenség. 
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Definíció7: Egy Σ Boole-algebra Σ1 és Σ2 részalgebráját logikailag függetlennek nevezzük, 
ha : 0,,, 21 ≠Σ∈Σ∈∀ BABA 0≠∧BA . 
(Nem formalizálva és pontosítva a dolgot, a fogalom valami olyasmit jelent a logikai 
rendszerben, hogy két álításhoz mindig lehet olyan interpretációt találni, mely egyszere 
igazzá teszi őket, nem függnek egymástól abban értelemben, hogy az egyikük igazságértéke 
meghatározná a másik igazságértékét). 
 
Látható, hogy a logikai függetlenség definíciója szoros kapcsolatban van azokkal a 
szükséges feltételekkel, amelyeket egy koreláló párnak ki kel elégítenie ahhoz, hogy 
keressünk hozzá közös okot Definíció3' értelmében. Ot ugyanis csak olyan koreláló 
eseményekhez akartunk találni közös okot, melyek egyike sem tartalmazza a másikat. Ez a 
feltétel, ha a két eseményt egymástól logikailag független részalgebrákból vesszük 
automatikusan fennál (könnyen belátható, hogy két logikailag független részalgebrából 
származó esemény közül egyik sem tartalmazza a másikat, mert ez esetben a bővebb esemény 
komplementerének és a szűkebb eseménynek metszete üres lesz). 
 
Definíció8: Egy Boole-algebrát logikailag közös-ok zártnak nevezünk, ha abban bármely 
két logikailag független részalgebrából vet események korelációja esetén azoknak van 
valódi közös okuk az eredeti algebrában. (Nem triviálisan logikailag közös-ok zárt az algebra, 
ha még az is teljesül, hogy van is benne koreláció; ezentúl a logikailag közös-ok zárt 
algebrán ez utóbbit értjük). 
 
Mint a most következő tétel mutatja, tetszőleges atomszámú véges algebrában van legalább 
egy olyan logikailag független részalgebra-pár, melyből vet események korelációja esetén 
azok közös oka benne van az eredeti algebrában. A tétel azonban a következőképpen nem 
erősíthető: nem igaz az, hogy minden megadot atomszámhoz és mértékhez adható két, 
logikailag független részalgebra, melyből kiválasztot koreláló események korelációjához 
van közös ok az eredeti algebrában (a bizonyítást it nem közöljük). 
 
Álítás5: A., Véges Boole-algebra esetén minden  esetén megadható olyan Σ5≥n 1 és Σ2 
részalgebra, és olyan µ valószínűségi mérték Σ-n, hogy Σ1 és Σ2 logikailag függetlenek 
legyenek, és minden olyan 21, Σ∈Σ∈ BA -re, melyek (1) értelemben korelálnak, létezik 
 közös oka a korelációnak. B., Minden atommentes valószínűségi mező logikailag 
közös-ok zárt. 
Σ∈C
Bizonyítás5: Először (A.,) megvizsgáljuk a véges esetet: n=6 esetén mutatunk egy 
lehetséges elrendezést, majd indukcióval igazoljuk az álítást nagyobb atomszámú 
rendszerekre is. Az atommentes eset (B.,) közvetlen következménye lesz az előző fejezetben 
megfogalmazot harmadik álításunknak. A bizonyítás megtalálható a Függelék8-ban. □ 
 
Az ötödik álítás B., részénél láthatjuk, hogy minden atommentes valószínűségi mező 
logikailag közös-ok zárt. A most következő álítás azt mutatja, hogy véges esetben egyedül a 
már jól ismert ötatomos uniform mértékű algebra lesz ilyen. 
 18
Reichenbachi közös-ok zárt rendszerek   tudományfilozófia  TDK  dolgozat  
 
Lemma9: Legyen Σ véges Boole-algebra, Σ∈BA,  olyan események, melyekre teljesülnek 
a Definíció3'-ban a közös-ok zártsághoz az eseményektől megkövetelt feltételek ( , 
). Ekkor megadható hozzájuk olyan Σ
11 BA⊄
11 AB⊄ 1 és Σ2 logikailag független részalgebra, 
melyekre 21, Σ∈Σ∈ BA . 
Bizonyítás9: Mivel A és B eseményekre teljesül  és , valamint metszetük 
nem üres, ezért mind A
11 BA⊄ 11 AB⊄
┴-nek és B-nek, mind B┴-nek és A-nak, mind A┴-nek és B┴-nek 
nemüres, nemnula mértékű lesz a metszete. Legyen ekkor , 
, ezek részalgebrái Σ-nak, s a mondotak miat valóban logikailag 
függetlenek lesznek. □ 
},,,0{1 Ω=Σ ⊥AA
},,,0{2 Ω=Σ ⊥BB
 
Álítás6: Véges valószínűségi mező esetén egyedül az ötatomos, uniform típusú Boole-
algebra lesz logikailag közös-ok zárt. 
Bizonyítás6: Az, hogy az ötatomos, uniform típusú Boole-algebra logikailag közös-ok zárt, 
adódik abból, hogy közös-ok zárt, s a koreláló események két logikailag független 
részalgebrából való választásának megkötötsége legfeljebb szűkíti a lehetséges esetek 
számát. n=1,2,3 esetén - mint már látuk - nem kapunk korelációt (uniform esetben n=4-re 
sem). Ha a nemnula mértékű atomok száma nagyobb, mint öt (iletve nem uniform esetben 
nagyobb, mint három), akkor a második álításunkból tudjuk, hogy algebránk nem lehet 
közös-ok zárt, azaz megadható két olyan, feltételeinket kielégítő esemény, melyek 
korelálnak, ám korelációjuknak nincs közös oka. Lemma9 miat ehhez a két eseményhez 
megadható két olyan logikailag független részalgebra, melyek tartalmazzák az egyik iletve a 
másik eseményt. Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy az algebra nem lehet logikailag közös-
ok zárt. □ 
 
 
 
Nyitott kérdések, sejtések 
 
 
Bár természetesen törekedem a közös-ok zártság kapcsán felvetődő kérdések minél 
átfogóbb megválaszolására és továbbgondolására, a vizsgálódásnak egy ponton mégis abba 
kel maradnia. Megfogalmazunk ugyanakkor néhány adódó nyitot kérdést és sejtést, melyek 
talán érdemesnek tűnhetnek (legalábbis a téma szempontjából) a továbbgondolásra. 
Először is, a Boole-algebrák és mértékterek elméletében járatos olvasónak könnyen 
feltűnhet, hogy a zártság kapcsán nem foglalkoztunk az összes lehetséges valószínűségi térel. 
Bizonyításaink során - előzetes megfontolások alapján (azt szem előt tartva, mire is 
szeretnénk a későbbiekben használni a fogalmat) - csak a véges és az atommentes 
valószínűségi mezőkkel foglalkoztunk. Vannak azonban olyanok is, melyek se nem végesek, 
se nem atommentesek (ilyenek például a megszámlálhatóan végtelen elemi eseményt 
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tartalmazó, a valószínűségi atomi értelemben vet (a fogalmak különbségeiről lásd az első 
matematikai függeléket) atomos algebrák, vagy részben atomos, részben atommentes 
algebrák). Felvetődik a kérdés, mit mondhatunk ilyen esetben a közös-ok zártságról; bár 
konkrét eredményeim nincsenek, megfogalmazható ezzel kapcsolatban egy sejtés: 
Sejtés1: A nem véges és nem atommentes algebrák nem közös-ok zártak. 
Könnyen lehet, hogy a sejtés hamarosan megdől. Mint láthatuk, véges esetben (általában) 
nem közös-ok zártak az algebrák, atommentes esetben mindig azok; érzésünk szerint a 
vizsgálandó valószínűségi mezők valahol a "kető közöt" helyezkednek el bizonyos 
értelemben. Lehetséges, hogy az esetek további felbontása után a különböző esetekben már 
különböző eredményre jutunk. 
Valamiféle alapot azért mégis igyekszem adni, miért épp ez az álítás fogalmazódik meg 
sejtés gyanánt (és nem az elenkezője). Ha jól tudom, az atommentességnek feltétele is a 
nyolcadik lemmánkban megfogalmazot tulajdonság, miszerint, ha adot egy tetszőleges A 
esemény, akkor bármely megadot A mértékénél kisebb pozitív valós számhoz találunk ekkora 
mértékű A-ban lévő eseményt. Ez a tulajdonság fontos volt ahhoz, hogy mikor megadtuk 
annak szükséges feltételét, hogy egy bizonyos fajta C esemény megfeleljen a koreláció közös 
okának (s ez a feltétel olyan volt, hogy C mértékének ennyinek és ennyinek kel lennie), akkor 
valóban találjunk is ekkora mértékű algebrabeli eseményt. Véges esetnél pont azért tudtunk 
mindig elenpéldákat megadni, mert nem találhatunk ilyen mértékű eseményeket. 
Valószínűnek tűnik, hogy ha az algebránk nem atommentes, akkor ismét lehet konstruálni 
olyan koreláló eseménypárt, amihez nem találhatunk az immár nem teljesülő tulajdonság 
miat közös okot. Azt is meg lehet mutatni (a bizonyítást it nem közlöm), hogy vannak olyan 
nem véges számú valószínűségi értelemben vet atomot tartalmazó Boole-algebrák, 
amelyekben felmutatható olyan korrelált pár, hogy korelációjuknak nincs közös oka. 
 
Véges eseményterek esetén látuk, hogy mind erős, mind tisztán valószínűségi közös ok is 
van. Ugyanakkor a konstruált tisztán valószínűségi közös ok "csúnya", tartalmazza mind a két 
koreláló eseményt. Javaslom a független közös ok elnevezést azon közös okra, mely közös 
ok, de se nem része a két esemény metszetének, se nem tartalmazza a két esemény unióját 
(így a független közös ok egy fajtája a tisztán valószínűségi közös oknak; az elnevezés 
hasonló kapcsolatot jelez a közös ok és az események közöt, mint amit a logikai függetlenség 
bevezetésénél említetünk). Feltehető a kérdés, vajon mindig van-e ilyen közös ok 
atommentes eseménytér esetén. 
Sejtés2: Atommentes valószínűségi mezőben bármely két, egymást (nulmértékű halmaztól 
eltekintve) nem tartalmazó esemény korelációjához található független közös ok. 
Bizonyos, it most nem részletezendő számítások ara utalnak, hogy ilyen közös ok mindig 
választható a korelációhoz (ez az oka, hogy az álítás nem kérdésként, hanem sejtésként let 
megfogalmazva); ám a pontos bizonyítás még nem ál rendelkezésemre, így it most nem is 
tudom közölni. 
 
A logikai függetlenség kapcsán véges esetben látuk, hogy minden n-re megadható olyan 
mérték és két, logikailag független részalgebra, melyben vannak koreláló események, és ezen 
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események korelációjának van közös oka az eredeti algebrában. A bizonyítás során meg is 
mutatunk minden n-re egy ilyen részalgebra-párt, ám utólag az az érzése támadhat az 
embernek, hogy az eredmény meglehetősen sovány abban az értelemben, hogy a felmutatot 
két részalgebra minimális: négy-négy elemet (két-két atomot) tartalmaznak csupán. Esetleg 
szeretnénk finomítani a részalgebrákat, azaz minden lehetséges módon bővíteni őket új 
eseményekkel úgy, hogy továbbra is logikailag függetlenek maradjanak. Miután ily módon 
valamiféle "maximális" részalgebrákhoz jutnánk, megvizsgálhatnánk, vajon kerülnek be új 
korelációk, s ha igen, azokhoz lesz-e közös ok. A fogalmak precízebbé tétele nélkül ismét 
megfogalmazhatunk egy sejtést: 
Sejtés3: A logikailag független részalgebra-párok egyike sem bővíthetű új elemekkel úgy, 
hogy a kapot új részalgebrák továbbra is logikailag függetlenek maradjanak (azaz minden 
részalgebra-par már eleve maximális). 
A sejtés egyik alapja az, hogy lehet mutatni olyan elenpéldákat, ahol ez a bővítés nem 
elvégezhető (ezt it most nem tesszük meg). Nyitot kérdés, hogyan lehet olyan finomítás-
fogalmat megadni, melyel egy ilyen típusú kérdés érdekes/értelmes módon feltehető. Nyitot 
kérdés továbbá egy olyan eljárás megmutatása, melyen adot valószínűségi mező esetén elő 
lehet álítani az összes olyan logikailag független részalgebrapárt, melyekben lévő események 
korelációjához van közös ok az eredeti algebrában. 
 
Láthatuk, hogy véges esetben "túl kevés", atommentes esetben "túl sok" közös-ok zárt 
algebra van. Kérdés, hogyan lehetne az első esetben értelmes és "plauzibilis" módon 
gyengíteni, a második esetben erősíteni a fogalmat, hogy ennél szebb eredményre jussunk. 
Milyen követelménynek kelene egy ilyen szűkítésnek il. bővítésnek megfelelnie? Meg lehet 
adni a "zártságnak" más, az eddig használtaktól eltérő, ám az elméleteink teljességének 
képzetéhez továbbra is adekvát definícióját? 
 
Látható, hogy bár az eredetileg feltet kérdéseket sikerel megválaszoltuk, a válaszok újabb 
kérdéseket szülnek; ezek megválaszolására azonban e dolgozat keretei közöt nem térhetünk 
ki. 
 
 
 
Közös-ok zártság: rövid értékelés 
 
 
A bevezetőben a következőket mondtuk a közös-ok zártság szemléletes jelentéséről: 
intuitíve adódik a "fizikai elmélet teljességéhez" kötődő kép, amely szerint a statisztikus-
valószínűségszámítási elméletünk minden korelált eseménypár korelációját magyarázni 
tudja. A természetben különböző összefüggéseket tapasztalunk; látjuk, ha növekszik a kenyér 
ára, akkor általában emelkedik a tej ára is. Meg akarjuk magyarázni valahogyan ezeket az 
összefüggéseket, keressük az együtjárás közös okát (hiszen nem találunk semmilyen 
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közvetlen összefüggést, oksági kapcsolatot a két árnövekedés közöt), míg végül megtaláljuk 
az összefüggést a benzinárak vagy az infláció növekedésében. Az elmélet teljességéről akkor 
beszélhetnénk, ha minden ilyen korelációt meg tudnánk magyarázni. 
Nem éreznénk azonban "magyarázatnak", ha valaki a két esemény együtjárását a kető 
közül az egyik eseménnyel magyarázná, például a következőképpen: "a kenyér és a tej 
árnövekedése közöti koreláció közös oka a tej árának növekedése". Bár a reichenbachi 
feltételek lehetővé teszik az ilyen fajta közös ok választását, a teljességhez nem fogadnánk el 
az efajta magyarázatot. Természetesen kivételt képeznek azok az esetek, amikor az egyik 
esemény "maga után vonja" a másik esemény "bekövetkezését". (Például ha egy tűt szúrunk 
egy luftbalonba, akkor biztosan ki fog pukkadni, bár kipukkanásának nem csak a tű beszúrása 
lehet az oka.) Ilyen esetekhez nem is keresünk közös ok típusú magyarázatot, megelégszünk a 
közvetlen oksági magyarázatal, így a teljességhez nem is követeljük meg, hogy efajta 
korelációkhoz találjunk egyiküktől különböző közös okot. Összefoglalva: akkor éreznénk 
egy, a statisztikus összefüggéseket magyarázó elméletet közös-ok teljesnek, ha az egymásból 
kauzálisan közvetlenül nem következő események korelációihoz fel tud mutatni a két 
eseménytől különböző közös okot. Ezt próbálják definícióink is rögzíteni. 
 
Most pedig próbáljuk értelmezni, milyen eredményekre jutotunk. Elsősorban kétfajta 
eseménytérel foglalkoztunk, a véges és az atommentes valószínűségi mezővel. Azt, hogy egy 
adot  fizikai szituációhoz milyen típusú eseményalgebrára van szükségünk, az 
"eseményfogalom" értelmezése határozza meg. Ezt a választást pedig többek közöt az 
határozza meg, milyen előzetes ismeretekkel rendelkezünk a fizikai események természetéről 
(pl. feltételezhető, hogy a bekövetkezések normális eloszlást követnek, stb.). 
A statisztikus fizika mérésekre, mérési eredményekre, kísérletekre alapozza eredményeit. 
Amennyiben nem rendelkezünk semmilyen előzetes ismeretel aról, hogy a bekövetkező 
mérési eredmények közöt milyen kapcsolat van, a különböző figyelembe vet tulajdonságok 
közöt milyen összefüggések tapasztalhatók, akkor nem alapozhatunk másra, mint a konkrét 
mérési kimenetekre. Algebránk atomjaiként ekkor célszerű kísérlet vagy mérés sokán kapot 
sokaság elemi eseményeit választani, az események valószínűségének pedig a sokaságbeli 
előfordulásuk relatív gyakoriságát (it most nem foglalkozunk azokkal a súlyos problémákkal, 
melyek a valószínűségszámítás interpretációját terhelik. A témáról bővebben lásd (Szabó, 
2000b). 
Vegyük példaként a következőt: két szobában (a bal és a jobb oldaliban) egy-egy 
pénzérmét dobálunk, és a dobálások eredményét lejegyezve a következőre jutunk (a T 
oszlopban lévő számok mutatják, hányadik dobáspáról van szó, B a bal oldali, J a jobb oldali 
szobára utal; "1" érték jelzi a fej, "0" érték az írás kimenetet): 
     T, B, J 
ω1 = (1, 1, 1) 
    ω2 = (2, 0, 1) 
    ω3 = (3, 1, 1) 
    ω4 = (4, 0, 0) 
    ω5 = (5, 1, 0) 
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Mint látható, algebránk atomjai a dobások eredményeként kapot számhármasok (a 
sokaság elemi eseményei) lesznek. Annak az eseménynek a valószínűségét, hogy a bal oldali 
szobában fej lesz az eredmény, úgy kapjuk meg, hogy az összes olyan sokaságbeli kimenetel 
számát, mely a bal oldali szobában fejet eredményezet elosztjuk az összes kísérlet számával; 
hasonlóképpen járunk el a jobb oldali szoba esetén is. Milyen feltételezés bújik meg az 
összeszámlálás mögöt? Az elemi eseményeknek gyakorlatilag egyenlő esélyt vagy hajlamot 
(prospensity) tulajdonítotunk, s így összegeztük őket. Tegyük félre az eljárással kapcsolatos 
rossz érzéseinket, és azonosítsuk be a "bal oldali szobában fej" eseményt: },,{ 531 ωωω=A , 
5
3)( =Aµ . Hasonlóképpen kapjuk meg a "jobb oldali szobában fej" (B), és a "bal és a jobb 
oldali szobában is fej" ( BA∧ ) eseményt is. 
Mielőt a teljesség értelmezésére térnék, az elemi események ilyen értelmezése esetén 
három dologra kel felhívni a figyelmet. Először is, szigorúan véve mindig csak véges sok 
mérési eredmény álhat rendelkezésemre; sosem tudhatom biztosan, hogy a "bal oldali 
szobában fej" esemény összsokasági előfordulás alapján számítható valószínűsége mennyi, 
csupán feltételezhetem, hogy a kapot eredmények extrapolálhatók. Az eseményalgebra, 
amennyiben nem rendelkezek semmilyen feltételezéssel az eloszlásra és a változók közöti 
kapcsolatra, mindig véges lesz. 
Másodszor, a valószínűség jelen értelmezése szerint nincs értelme annak a kijelentésnek, 
hogy "annak a valószínűsége, hogy t=3 időpontban a bal oldali szobában a kísérlet kimenetele 
fej 5
3". A kísérlet kimenetele vagy fej, vagy nem fej, ez pedig egyszerűen ténykérdés. A 
sokaság elemi eseményeinek nincsen valószínűsége, csak a valószínűségi mezőben lévő 
eseményeknek van (ezekre van értelmezve a valószínűség fogalma). Ameddig nem 
rendelkezünk előzetes a priori feltételezésekkel a valószínűségre vagy legalábbis hajlamra 
vonatkozólag, ilyen kijelentést nem tehetünk. 
Harmadszor, nem jelent értelmezésbeli problémát, ha a mérések kimenetelei nem 
karakterisztikusak (0-1 típusúak), hanem akár kontinuum sok értéket vehetnek fel (pl. 
távolságok mérésénél). Az elemi események ugyanúgy lehetnek a kapot mérési eredmények, 
és az összetet események szóbeli értelmezésével sincs feltétlenül gond: mondhatjuk például, 
hogy az A esemény legyen "a távolság 5 és 10 méter közé esik". Az atomok valószínűségeit 
pedig ugyanúgy a sokaságban megfigyelt relatív gyakoriság alapján határozhatjuk meg. 
A mérési eredmények ilyen, az eloszlásra vonatkozó előzetes feltevés nélküli értelmezése 
tehát véges eseménytérhez vezet. Mit mondanak ebben az esetben tételeink? Második 
álításunk szerint egy kivételtől eltekintve a véges valószínűségi mezők nem közös-ok zártak. 
Mit jelent ez esetünkben? Ha adot mérési eredmények egy sora, akkor mindig vannak olyan, 
ezen a soron értelmezet események, melyek egymással korrelálnak, ugyanakkor nem 
találhatunk e korelációt magyarázó közös okot. Magyarázatunk sosem lehet teljes abban az 
értelemben, hogy nem minden együtjárást tudunk visszavezetni más, azt indokló okra. Ilyen 
esetben a további "magyarázathoz" szükség lehet új változók figyelembe vételére (ami a 9. 
oldalon említet kiterjesztési tétel miat algebrailag mindig megtehető), esetleg új mérések 
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elvégzésére. Nem reménykedhetünk abban, hogy minden, egymást közvetlenül nem 
determináló esemény együtjárását egyetlen véges elméletben meg tudjuk magyarázni 
valamilyen tőlük különböző közös okkal. Bár, mint később kiderült, ha logikailag független 
részalgebrákra bontom az eredeti eseményteret, akkor lehetséges, hogy az ezekből vet 
eseménypárok korelációihoz már van közös ok (ötödik álítás), ám ez sovány vigasz; nem 
minden logikailag független részalgebrapára igaz az eredmény (lásd a hatodik álítást). 
Más kérdés persze, hogy azon korelációkat, melyekhez egyébként találunk közös okot, 
valóban megmagyarázza-e ez az esemény, vagy csak kielégíti a szükséges feltételeket, de nem 
elégséges ahhoz, hogy valóban jó magyarázóerővel bírjon. Az is érdekes probléma, hogyan 
értelmezhető egy közös ok (például az iménti példában A és B esemény korrelálnak 
egymással, és közös okuk lesz a }{3ω=C  esemény; de hogy ez hogyan értelmezhető, 
kérdéses), vajon - az időbeli elhelyezkedése alapján - egyáltalán nevezhető-e oknak 
(felmerülhet az esemény és eseménytípus fogalmak szétválasztásának szükségessége is). 
 
A kísérleti eredmények másik lehetséges algebrai megfogalmazása során már 
megfontolhatunk néhány feltevést a mérési eredmények eloszlására vonatkozólag. A 
statisztika szokásos eljárásmódjával élve meghatározot szignifikanciaszinten feltehetjük 
például, hogy a kísérleti eredmények valamilyen eloszlást követnek, melynek paramétereit 
meghatározhatjuk a minta alapján. Így megadhatjuk a különböző mért változók együtes 
eloszlás- és sűrűségfüggvényét is, meghatározhatjuk a determinációs, korelációs 
együthatókat stb. 
Folytonos ("jól viselkedő") sűrűségfüggvények feltételezése esetén - és általában ilyeneket 
használunk modelezésre - eseményalgebránk atommentes valószínűségi tér lesz. Példaként 
legyen a három mért változó a fővárosi légszennyezetség mértéke, a benzinkutak napi 
forgalma és a városban közlekedő autók száma (tegyük fel, hogy értékeik az év napjaitól nem 
függenek). Tegyük fel, hogy néhány mérés elvégzése után - bizonyos szignifikanciaszinten - 
megálapítjuk, hogy a három mért változó normális eloszlást követ, s meg is tudjuk határozni 
a paraméterek értékét (számszerű példát it nem adok meg; ez egy háromdimenziós normális 
eloszlás sűrűségfüggvényének megadását igényelné, ami fölöslegesen bonyolítaná a 
tárgyalást). Ezután megálapíthatjuk, hogy a légszennyezetség és a napi forgalom közöti 
koreláció pozitív, ugyanakkor nem gondoljuk sem azt, hogy a nagyobb bevétel okozná a 
nagyobb légszennyezetséget, sem azt, hogy a büdösebb levegő miat vásárolnak többet a 
boltban, hanem egy közös okra gyanakszunk, nevezetesen ara, hogy a megnövekedet 
autósforgalom okozza a korelációt. 
Konkrétan különítsünk el eseményeket: legyen A="a légszennyezetség az átlagos értéknél 
több, mint 10%-kal magasabb, de 120%-nál kevesebb", B="a napi forgalom az átlagos 
értéknek több, mint másfélszerese". Ezek valószínűségeit a parciális eloszlásfüggvényekkel a 
szokásos módon meghatározva ara juthatunk, hogy A és B (1) értelemben korrelálnak. 
Keresünk egy közös okot (például (4) formula felhasználásával), és úgy találjuk, hogy a C="a 
városban közlekedő autók száma az átlagos érték 110 és 120%-a közé esik" esemény kielégíti 
a szükséges feltételeket. 
 24
Reichenbachi közös-ok zárt rendszerek   tudományfilozófia  TDK  dolgozat  
Mit mondanak tételeink az ilyen esetekre? A harmadik és negyedik álítás szerint 
atommentes valószínűségi mezőt feltételezve minden A és B korreláló esemény 
korelációjához találhatunk közös okot. A sűrűségfüggvény (és így az eloszlásfüggvény) 
folytonossága miat a Bolzano tétel következtében mindig ki fogunk tudni jelölni olyan C 
eseményt, amelynek mértéke kielégíti a szükséges feltételeket. A magyarázó elméletünk tehát 
teljes lesz, azaz minden korrelált eseménypár korrelációját meg tudjuk "magyarázni" 
valamilyen tőlük különböző harmadikkal. 
Utalnék azonban az atommentes esetet vizsgáló alfejezet utolsó megjegyzésére. A felet 
való örömünkben, hogy leírásunk teljes, észre kel vennünk, hogy sajnos nem egy, hanem 
végtelen sok ilyen közös okot találhatunk. Példánkra alkalmazva az eredményt lehetséges, 
hogy a C'="a városban közlekedő autók száma az átlagos érték 111 és 123%-a közé esik" 
esemény ugyanúgy kielégíti a szükséges feltételeket, mint az iménti C esemény. Felmerülhet 
a kérdés, vajon megadhatóak-e ésszerűen olyan további kritériumok, melyekkel a választható 
események körét tovább szűkíthetjük, és ha igen, milyenek. 
 
Az eddigi kérdések megválaszolása során újabbak bukkantak elő. Hogyan lehet értelmezni 
a fizikai eseményfogalmat? Milyen félreértések adódhatnak a nem kelően alapos 
azonosítások során? Mennyiben szól a reichenbachi négy feltétel az okságról, s mennyiben 
pusztán numerikus összefüggés? Milyen egyéb választási kritériumokat írhatunk elő a közös 
okra, ha nem egyet találunk? Vajon az elért eredmények mondanak-e valamit aról, milyen 
típusú eseményteret érdemes a magyarázó elmélet alapjául választani? A válaszok megadása 
túlmutatna a közös-ok zártság témakörén, így a tárgyalást it lezárjuk. 
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Összegzés 
 
 
Reichenbach definíciójának 1956-os felbukkanása óta a közös ok fogalma folyamatosan 
igényt tartot az okság kérdésével foglalkozó fizikusok és filozófusok érdeklődésére. 
Bizonyos tételek kapcsán felmerült a kérdés, vajon vannak-e közös-ok zárt rendszerek, azaz 
olyanok, melyben minden felmerülő korelációhoz megadható közös ok. A dolgozatban 
elsősorban ezzel a problémával foglalkozva pontosítotuk a kérdést, majd különböző eseteket 
vizsgálva megoldást nyújtotunk rá. A kifejtés során szükségessé vált új definíciók megadását, 
a pontosításra s az újonnan feltet kérdések megválaszolására felmerült igényt igyekeztünk 
kielégíteni. A többnyire konstruktív bizonyítások alapján lehetőség nyílik az eddig sokszor 
hiányzó matematikai példák megalkotására is. Végezetül megfogalmaztunk néhány sejtést és 
nyitot kérdést, melyek további vizsgálatra szorulnak, s megpróbáltuk elemezni, mit is 
jelenthetnek kapot eredményeink a természetet statisztikus szemszögből megközelítő 
elméletekre alkalmazva. 
 
 
 
 
 
 
 
 
KÖSZÖNETNYILVÁNÍTÁS 
 
It szeretném megragadni az alkalmat, hogy köszönetet mondjak konzulensemnek, Rédei 
Miklósnak azért a tartós, alapos és baráti segítségért, amit e dolgozat elkészítéséhez nyújtot. 
Ösztönzése és bátorítása nélkül ez a munka nem készült volna el. Bár a bizonyítások saját 
eredmények, a hozzájuk kapcsolódó filozófiai mondanivaló, egyáltalán a közös ok 
fogalmához való viszonyulás a vele történt együtgondolkodás közben formálódot, így ma 
már nem tudom pontosan körülhatárolni, melyek tekinthetők saját forrásból eredőnek, melyek 
nem. Azt gondolom, ennek pontos megálapítása nem lehetséges és jelen esetben nem is 
lényeges. Köszönet ileti még Szabó Lászlót a mindig baráti beszélgetésekért és bizalomért. 
 
 
 
 
 
Készült: Budapest, 2000 november-december. 
Készítete: Gyenis Balázs, ELTE BTK Filozófia szak (első évf.), BKÁE (harmadik évf.) halgató 
Konzulens: Rédei Miklós docens, ELTE TTK Tudománytörténet és Tudományfilozófia Tanszék 
 26
Reichenbachi közös-ok zárt rendszerek   tudományfilozófia  TDK  dolgozat  
Matematikai függelék 
 
 
Függelék1: A dolgozatban használt jelölésekről 
 
 
Munkám során ismertnek feltételeztem az elemi valószínűségszámítás és halmazelmélet 
alapjainak ismeretét (utóbbiakhoz lásd pl. (Denkinger, 1997) és (Dancs, 1995), és törekedtem 
a jelölések következetes és az általam ismert szakirodalomban legelfogadotabbnak tűnő 
használatára. A matematikai bizonyítások szövege meglehetősen száraznak tűnhet, mivel 
elsődleges célul a precíz megfogalmazást tűztem ki magam elé; remélem, az elkészült munka 
igazolja a hozzá e téren fűzöt várakozásaimat. Az átekinthetőség fontos követelménye 
melet ez indokolta azt az eljárást is, miszerint a főszövegben jobbára csak a bizonyítások 
menetének váza szerepel, a tényleges bizonyítások a függelékbe kerültek. 
Ugyanakkor ot, ahol ez nem tűnt értelemzavarónak, és ahol az irodalom is különböző, ám 
azonos jelentésű szavakat használ, az ismétlések elkerülése érdekében magam is váltogatam 
némely kifejezést. Leginkább feltűnő lehet az eseménytér, valószínűségi mező/tér stb. 
kifejezések változatos használata. 
Definíció: Σ halmazrendszert Boole-algebrának nevezünk, ha Σ∈Ω , , 
 (a σ-algebra definíciója etől abban különbözik, hogy az 
utolsó feltételt megszámlálható sok elemre tételezi, lásd (Bártfai, 1981). A Boole-algebrákra 
bizonyítot tételek így a σ-algebrákra is automatikusan érvényesek lesznek). 
Σ∈⇒Σ∈ ⊥AA
Σ∈⇒Σ∈=
=
Un
i
ii AAni
1
:,..2,1
Mielőt továbbmennénk, néhány jelölés: 
− ),( µΣ : szokásos kolmogorovi valószínűségi tér,  az események Boole-algebrája 
(eseménytér), 
Σ
µ a szokásos valószínűségi mérték (néha röviden mérték vagy 
valószínűség), Ω pedig az egységelem. Precízebb lenne ),,( µΣΩ -ről beszélni, ám az 
egyszerűség kedvéért - kissé pongyolán - néha csak ),( µΣ  vagy Σ jelölést használom 
az eseménytérre. 
− Véges  esetén -vel jelölöm a -ban található atomokat (ezzel kapcsolatban lásd 
a későbbi megjegyzést!), n-nel azok számát (tehát nem az algebra elemeinek számát!), 
valamint -vel ezen atomok mértékét (tehát 
Σ }{iω Σ
iα })({ii ωµα= ). Ha N jelöli véges algebra 
esetén az összes elem számát, akkor n=log2N. 
−  a megengedő,  a valódi tartalmazást jelöli (tehát ez utóbbi esetén AC⊆ AC⊂ AC≠ ) 
− BA∆  az A és B halmazok szimmetrikus diferenciája (tehát )(\)( BABABA ∧∨=∆ ), 
−  a C esemény szokásos komplementerét jelöli ⊥C
−  az Ω halmaz összes részhalmazának halmazát jelöli (tehát Ω hatványhalmazát). 
Minden  véges  Boole-algebra  (izomorfia  erejéig)  előál  valamilyen  Ω 
)(ΩP
 27
Reichenbachi közös-ok zárt rendszerek   tudományfilozófia  TDK  dolgozat  
hatványhalmazaként (így minden véges Boole-algebra elemeinek száma 2 valamilyen 
pozitív egész kitevős hatványa). 
 
A dolgozatban sokszor kerülnek elő az atomosság, atommentesség és végesség fogalmak. 
A bizonyítások megértéséhez persze szükséges annak ismerete, mit is értünk ezen fogalmak 
alat, s milyen további jelöléseket alkalmazok velük kapcsolatban. A standard 
valószínűségszámítás általában az atomosság fogalmának megadásakor már összekapcsolja a 
mértéket és az algebrát. Egy eseményt akkor nevez atomnak (Bártfai, 1981), ha minden 
részhalmazának mértéke vagy nula, vagy egyenlő az esemény mértékével. Ezután bevezeti a 
lényegesen különböző atomok és az atomos valószínűségi mező fogalmát (amelyről be lehet 
látni, hogy legfeljebb megszámlálható sok atomot tartalmaz). Nekünk azonban szükségünk 
van gyakorlati okokból az algebra atomjának fogalmára (melyet néhol az irodalom elemi 
eseménynek nevez). A jelölés egyértelműsége érdekében az imént említet atomfogalomra 
valószínűségi atomként hivatkozunk, s megkülönböztetjük az ún. algebrai atomtól. 
Definíció: Σ∈≠A0 -t algebrai atomnak vagy egyszerűen atomnak nevezünk, ha 
. Egy Boole-algebra véges, ha elemeinek száma véges. ABABB =⇒⊆∀ :
Könnyen látható, hogy minden véges algebra egyben atomos is, ám ez fordítva nem igaz. 
Bár ilyen formában csak véges algebrák esetén tehetnénk, kissé pongyolán a nem véges 
algebra atomjait is }{iω -vel jelöljük (két egyszerűsítés van jelen; egyrészt nem igazán helyes 
"i"-t írni indexként, mert ez legalábbis a megszámlálható voltára utal, másrészt az egyes 
atomok csak izomorfia erejéig lehetnek ilyen alakra hozhatóak (bár ez számunkra it 
elegendő)). 
A bizonyítások azonban nem csak véges algebrákra szorítkoznak. "Atommentes eset" cím 
alat olyan algebrákkal foglalkozok, melyek mértéke atommentes mérték: 
Definíció: Egy σ-algebrán értelmezet  mértéket atommentesnek hívunk, ha 
)()(::0 ABABA µµ <⊆∃Σ∈≠∀ . (atommentesnek hívjuk az olyan valószínűségi mezőt is, 
amelyen értelmezet mérték atommentes). 
Könnyen látható, hogy az atommentességhez szükséges az algebra nem véges volta, 
valamint az atommentességből az is következik, hogy az algebra atomjainak mértéke csak 
nula lehet. 
Végezetül meg kel jegyeznem, bizonyításaimat elvégezhetem volna a valószínűségi 
atom-értelmezés szerint is, ez leegyszerűsítete, de sajnos egyben le is szűkítete volna a 
tárgyalást. (Ekkor véges eset helyet véges atomos algebrákról kelet volna beszélnem). 
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Függelék2: nincs véges, eredeti értelemben vet közös-ok 
zárt valószínűségi tér 
 
 
Álítás1: Nem létezik (nemtriviális) véges (a 3. definíció értelmében vet) közös-ok zárt 
valószínűségi tér. 
Bizonyítás1: Ha a nemnula mértékű atomok száma 1 vagy 2, könnyen látható, hogy csak 
nemtriviális esetről lehet szó (azaz olyan esetről, melynél van legalább egy koreláció). 
Tegyük fel, hogy a nula mértékű atomok száma . s legyen 3≥ }{1ω=A  és },{ 21ωω=B . 
Ezekre mindenképpen . Mivel Σ∈BA, 1)( αµ =A , 21)( ααµ +=B  és 1)( αµ =∧BA , és 
)( 2111 αααα +>  (hiszen 121 <+αα ), ezért A és B mindig korelálnak. 
Megvizsgáljuk az összes lehetséges C-t, mely közös ok lehet, s azt találjuk, hogy 
Lemma1,2,4 miat nem lehet a rendszeren belül közös okuk (véges esetnél: az első lemmából 
következik, hogy C-nek tartalmaznia kel 1ω-t, a második lemma miat C nem lehet = 
}2,.,2,1{},,.4,3{},,.,,.,,{ 11 −∈∈ njnijikiji ωωωω , s a negyedik lemma miat C nem lehet = 
}2,.,2,1{},,.4,3{},,.,,.,,,{ 121 −∈∈ njnijikiji ωωωωω . S mivel AC= , valamint BC=  
szintén alkalmatlan közös oknak, ezzel az összes lehetséges esetet megvizsgáltuk). S mivel 
ilyen A-t és B-t minden (ketőnél több nemnula mértékű atomot tartalmazó) véges 
rendszerben választhatunk, ezért valóban sikerült álítást igazolnunk. (Megjegyzés: a 
bizonyítás a jelölések értelemszerű módosításával ugyanígy működne azon esetekre is, mikor 
algebránk a valószínűségi értelemben atomos, de nem véges. A három felhasznált lemma 
ugyanis nem feltételezi n végességét). □ 
 
 
 
 
Függelék3: véges, uniform valószínűségi mezők közül 
legfeljebb az ötatomos lehet közös-ok zárt 
 
 
Be kel tehát látnunk, hogy nulmértékű elemet nem tartalmazó uniform mértékkel elátot 
algebra esetén csak akkor lehet },,{ 321 ωωω=A  és },,{ 432 ωωω=B  korreláló esemény 
korelációjának közös oka, ha atomjaink száma 5. 
A bizonyítás menete: sorra vesszük az összes lehetséges C közös okot, s ennek során azt 
fogjuk tapasztalni, hogy ahhoz, hogy korelációnkhoz találjunk közös okot, szükséges (persze, 
innen még nem következik, hogy elégséges) feltétel, hogy algebránk öt atomos legyen 
(valójában nem írjuk ki ténylegesen az összes lehetőséget, pl. ω2 és ω3, ha csak egyikük 
szerepel C-ben, felcserélhetők; mutatis mutandis a leírás azonban teljes). Megjegyezném, 
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mivel a koreláció fennálásából és a reichenbachi első két feltételből automatikusan 
következik a harmadik és negyedik feltétel teljesülése egy C-re ((1)-ből, i.,-ből és i.,-ből 
következik ii., és iv., teljesülése), ezért, ha az első két feltétel vizsgálata során nem jutunk 
elentmondásra, az utolsó ketőt nem kel elenőriznünk. 
C nem lehet sem A-val, sem B-vel egyenlő. Lemma1 miat C-nek tartalmaznia kel vagy 
2ω-t, vagy 3ω-t, Lemma2 miat pedig C nem lehet },.,,.,,,,{ 1321 ikiji ωωωωωω , 
-féle. Lemma}4,.,2,1{},,.,6,5{ −∈∈ nknij 3 miat BAC ∧≠ , Lemma4 miat pedig 
. A többi fennmaradó lehetőség : BAC ∨≠
a., },.,,.,,{ 12 ikijiC ωωωω= , }4,.,1,0{},,.,6,5{ −∈∈ nknij : 
 i.,  átrendezve:  })({})({}),.,,.,,({})({ 22122 ωµωµωωωωµωµ =ikiji ,  ebből 
01111 =⇒=+ knnn
k
n , tehát }{2ω=C  esetén (a továbbiakban csak ere). 
 i.,  átrendezve:  , ebből }),({}),({)}({})({ 433123 ωωµωωµωµωµ =⊥ ⇒=− nnn
n
n
2211  
5=n  esetén működik csak. 
 b., },.,,.,,,{ 132 ikijiC ωωωωω= , }4,.,2,1{},,.,6,5{ −∈∈ nknij : 
 i., átrendezve: }),({}),({}),.,,.,,,({}),({ 323213232 ωωµωωµωωωωωµωωµ =ikiji , 
ebből 02222 =⇒=+ knnn
k
n , ám ez nem volt engedélyezve, tehát nem lehet. 
c., },.,,.,,,{ 121 ikijiC ωωωωω= , }4,.,1,0{},,.,6,5{ −∈∈ nknij : 
 i.,  átrendezve:  })({}),({}),.,,.,,,({})({ 2211322 ωµωωµωωωωωµωµ =ikiji , ebből 
02121 =⇒=+ knnn
k
n , azaz },{ 21ωω=C , erre 
 i.,  átrendezve  ,  ebből }),({})({)},({})({ 433212 ωωµωµωωµωµ =⊥
42121 =⇒=− nnnn
n
n -re lenne jó csak. 
d., },.,,.,,,,{ 1421 ikijiC ωωωωωω= , }4,.,1,0{},,.,6,5{ −∈∈ nknij : 
 i.,  átrendezve  }),({}),({}),.,,.,,,,({})({ 422114212 ωωµωωµωωωωωωµωµ =ikiji , 
ebből 12231 =⇒=+ knnn
k
n  esetén jó, ebből 
 i.,  átrendezve  , ebből })({})({)},.,,.,,,,({})({ 3314213 ωµωµωωωωωωµωµ =⊥ikiji
1,1131 ==−− knnn
kn
n  után n=5 jön ki, tehát csak ötelemű esetén. 
e., },.,,.,,,,,{ 14321 ikijiC ωωωωωωω= , }4,.,2,1{},,.,6,5{ −∈∈ nknij : 
 i.,  }),,({}),,({}),.,,.,,,,,({}),({ 4323211432132 ωωωµωωωµωωωωωωωµωωµ =ikiji , 
ebből 5,03342 =⇒=+ knnn
k
n , amit nem értelmezünk. 
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Mivel – elenőrizhető módon – az összes lehetséges közös-ok típust megvizsgáltuk, ily 
módon sikerült belátnunk, hogy legfeljebb n=5 esetben lehet a korelációnknak közös oka. □ 
 
 
 
 
Függelék4: az ötatomos algebra közös-ok zártságának 
bizonyítása 
 
 
Először is feladatunk az, hogy belássuk, miszerint az ötatomos, uniform mértékű algebra 
valóban közös-ok zárt. Mivel annak megvizsgálása, hogy mely események fognak ezen 
algebrán belül korelálni, papíron elég hosszadalmas lenne, ugyanakkor manuálisan könnyen 
és ésszerű időkeretek közöt elvégezhető, ezért ezt it most nem fogjuk részletesen kifejteni, 
pusztán megmutatjuk, mely párok fognak korelálni, s a korrelációnak mi lesz a közös oka. 
 Két fajta pozitív korrelációt találunk: 
a., },{},,{ 3221 ωωωω == BA , ennek egy lehetséges közös oka },,,{ 4321 ωωωω=C , és 
b., },,{},,,{ 432321 ωωωωωω == BA , ennek lehetséges közös oka például }{2ω=C . 
Másodsorban belátjuk, hogy eme algebra típusába tartozó összes algebra is közös-ok zárt. 
Ennek megmutatása nem nehéz, hiszen csak aról van szó, hogyha egy közös-ok zárt σ-
algebrát „kibővítünk” úgy, hogy hozzáveszünk egy nulmértékű atomot, s vesszük az így 
generált új algebrát, akkor az is közös-ok zárt lesz. Ez pedig nyilvánvalóan így van, mert a 
második álításunk C., részének érvelése megfordítva is igaz. □ 
 
 
 
 
Függelék5: véges, nem uniform mértékű algebra nem lehet 
közös-ok zárt 
 
 
Feladatunknak eleget téve, az első függelékben már használt módszerel megvizsgáljuk a 
lehetséges közös okok körét. C valódisága miat nem lehet sem A-val, sem B-vel egyenlő, 
Lemma1 miat }{1ω -nek C részének kel lennie, ám Lemma3 miat azzal nem lehet egyenlő, s 
Lemma4 miat nem lehet egyenlő },,{ 11 nn ωωω − -nel sem. Lemma2 miat kiesik a 
},.,,.,,,{ 111 ikijinC ωωωωω −= , }3,.,2,1{},2,.,3,2{ −∈−∈ nknij  típusú lehetőség, és így 
már csak },.,,.,,,,{ 111 ikijinnC ωωωωωω −= , }3,.,2,1{},2,.,3,2{ −∈−∈ nknij  marad hátra: 
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i.,  átírva:  ⇒++=++++++ −− ))(()...( 111111 nnikijnn αααααααααα  
, de mivel a nnij αααα 11 )( −=∑ 0=∀ ijα  esetet kizártuk (különben  lenne), 
valamint 
BAC ∨=
nαα>1  és nnij ααα ≥≥ −1 , ezért ez az egyenlőség nem álhat fenn (hiszen a 
baloldalnak szigorúan nagyobbnak kel lennie, mint a jobboldalnak). Mivel az összes 
lehetséges esetet megvizsgáltuk, kijelenthetjük tehát, hogy korelációnknak nincs közös oka a 
rendszerben. □ 
 
 
 
 
Függelék6: atommentes eseményterek közös-ok zártak (s 
mindig van erős közös ok) 
 
 
Álítás3: Minden atommentes valószínűségi mező közös-ok zárt. 
Bizonyítás3: Vizsgáljuk meg, hogy ha Σ∈BA,  korelálnak, akkor mi annak a feltétele, 
hogy egy alkalmasan választot )( BAC ∧⊆  jó legyen közös oknak. Nem túl hosszú 
levezetés után kiderül, hogy az így választot C i.,-t, ii.,-t és iv.,-t mindig kielégíti, míg i., 
teljesülésének feltétele átalakítások után: 
 
)()()(1
)()()()( BABA
BABAC µµµ
µµµµ −−∧+
−∧=  (4) 
 
A következők vizsgálatára van szükség: értelmes-e az így választot közös ok (nevező nem 
nula, stb.), s mértéke kielégíti-e a szükséges feltételeket. 
A nevező csak akkor 0, ha 1)( =∨BAµ , ám ekkor Lemma6 miat (1) koreláció nem 
teljesül, s a közös ok szükségességének kérdése nem merül fel. 
0)( >Cµ  nyilván teljesül, hiszen mind a számlálóban (a koreláltság miat), mind a 
nevezőben pozitív számok álnak. )()( BAC ∧<µµ  teljesülésének feltételéül rövid számolás 
után )()( BAA ∧≠µµ  és )()( BAB ∧≠µµ  adódik, ami abban az esetben nem fordul elő, 
amikor az egyikük – nulmértékű esemény(ek)től eltekintve – tartalmazza a másikat. Ha ez a 
tartalmazás úgy történik, hogy 0)( =∆BAµ , akkor a közös-ok zártság szempontjából nem 
érdekes a koreláció (ilyennek ugyanis nem keressük a közös okát), ha pedig valódi a 
tartalmazás (és tegyük fel, hogy az A a része a B-nek nulmértékű esemény(ek)től eltekintve), 
akkor C-t mindig választhatjuk olyannak, hogy 0)\( =CAµ , 0)\( >ACµ , 0)\( =BCµ , 
0)\( >CBµ  teljesüljön (tehát nulmértékű esemény(ek)től eltekintve  teljesül), s 
ekkor Lemma
BCA ⊂⊂
7 miat láthatjuk, hogy ez a C mindig kielégítő. Ha pedig )()( BAC ∧<µµ , 
akkor válasszuk -t úgy, hogy ara (4) teljesüljön. Mivel a nyolcadik lemmánk )( BAC ∧⊆
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alapján mindig választhatunk egy ilyen mértékű C-t, ezért minden korrelációhoz sikerült 
találnunk közös okot, s így az álítást sikerült igazolnunk. □ 
 
 
 
 
Függelék7: atommentes valószínűségi mezők korrelációihoz 
van tisztán valószínűségi közös ok is 
 
 
Álítás4: Atommentes valószínűségi mező esetén minden két, egymást (nulmértékű 
halmazoktól eltekintve) nem tartalmazó korreláló esemény korrelációjához található tisztán 
valószínűségi közös ok. 
Bizonyítás4: A harmadik álításhoz hasonlóan vizsgáljuk meg annak feltételét, mikor lesz 
egy  esemény alkalmas közös oknak. Ha kiderül, hogy ilyen mindig választható, 
akkor készen vagyunk, hiszen ez tisztán valószínűségi közös ok lenne. 
BAC ∨⊇
Legyen tehát A és B két pozitívan koreláló esemény, és legyen BAC ∨⊇ . A második, 
harmadik és negyedik reichenbachi feltételek mindig teljesülnek, az első feltételből )(Cµ -re 
ezt kapjuk: 
 )(
)()()( BA
BAC ∧
⋅= µ
µµµ   (5) 
Az így választot mérték szigorúan 0 és 1 közé esik (ez (1) koreláció teljesüléséből 
következik), azt kel még elenőriznünk, vajon )()( BAC ∨>µµ  mely esetben teljesül; rövid 
számolás után ennek feltételéül 0)()(()()(( >∧−⋅∧− BABBAA µµµµ -t kapjuk, vagyis 
sem )()( BAA ∧=µµ , sem )()( BAB ∧=µµ  nem fordulhat elő, ez azonban feltevésünk 
szerint mindig fennál. Lemma8 miat mindig választhatunk olyan BAC ∨⊇ -t, melyre (5) 
teljesül, s ezzel a bizonyítást befejeztük. □ 
 
 
 
 
Függelék8: megadhatók logikai független részalgebrák, 
melyek korrelációihoz mindig van közös ok 
 
 
Álítás5: A., Véges Boole-algebra esetén minden  esetén megadható olyan Σ5≥n 1 és Σ2 
részalgebra, és olyan µ valószínűségi mérték Σ-n, hogy Σ1 és Σ2 logikailag függetlenek 
legyenek, és minden olyan 21, Σ∈Σ∈ BA -re, melyek (1) értelemben korrelálnak, létezik 
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Σ∈C  közös oka a korelációnak. B., Atommentes valószínűségi mezőt feltételezve bármely 
két, logikailag független részalgebra esetén az azokból vet események korelációja esetén 
mindig található valódi közös ok az eredeti algebrában (azaz minden atommentes σ-algebra 
logikailag közös-ok zárt). 
 
Bizonyítás5: Először (A.,) megvizsgáljuk a véges esetet: n=6 esetén mutatunk egy 
lehetséges elrendezést, majd indukcióval igazoljuk az álítást nagyobb atomszámú 
rendszerekre is. Az atommentes eset (B.,) közvetlen következménye lesz az előző fejezetben 
megfogalmazot harmadik álításunknak. 
A., n=1,2,3 esetén nem lehet megadni algebránkban két logikailag független, egymástól 
különböző részalgebrát. n=4 esetén könnyen elenőrizhető, hogy a megadható részalgebrákból 
vet események egymással sosem korelálnak. n=5 esetén az álítás adódik abból, hogy - mint 
már azt korábban látuk (lásd Függelék2) - az ötatomos, uniform mértékű algebra közös-ok 
zárt, így ha abban bármely két koreláló eseményt veszünk, korelációjuknak lesz közös oka; 
két, logikailag független részalgebra kiválasztása legfeljebb szűkíti a lehetséges koreláló 
események körét. Tegyük most fel, hogy n=6, ekkor legyen },,{ 321 ωωω=A , 
},,{ 421 ωωω=B , s válasszuk Σ1-et és Σ2-t a következőképpen: 
},,,0{1 Ω=Σ ⊥AA , , valamint a mértékek legyenek: },,,0{2 Ω=Σ ⊥BB
12
1
12
4,12
3,12
2,12
2,12
1,12
3
5654321 =−====== ααααααα  Könnyen elenőrizhető, 
hogy Σ1 és Σ2 logikailag független részalgebrái )(ΩP -nak, a mértékek összege valóban egy, s 
mindegyik nemnegatív, tehát megfelelnek a feltételeknek. A négy lehetséges eseménypár-
választás: 
 
 Σ1 Σ2 ad-e pozitív korrelációt?  Ha igen, a lehetséges közös ok: 
 A  B  igen    }{1α=C  
 A┴ B   nem  
 A   B ┴   nem  
 A┴ B┴  igen    }{5α=C  
 
Látható tehát, hogy az n=6 esetre valóban található olyan valószínűségi mértéktér, melyben 
található két logikailag független részalgebra, hogy eseményeik közöti koreláció esetén 
azoknak van közös okuk az eredeti algebrában (valamint a példa nem triviális abban az 
értelemben, hogy van is koreláló pár). A példa konstruálása a harmadik álításunkra épült; 
először elkülönítetem két, logikailag független részalgebrát, majd megpróbáltam úgy 
megadni az atomok mértékeit, hogy olyan koreláló párokat kapjak, melyek metszeteiben 
legalább két-két atom van (az 12
2,12
4
436521 ===+=+ αααααα  feltételeket felírva ezek 
letek: },{ 21ωω=∧BA  és ). Ezután, támaszkodva a harmadik álításban 
mondotakra, miszerint ha A és B koreláló esemény metszetében lévő  esemény 
},{ 65ωω=∧ ⊥⊥ BA
)( BAC ∧⊆
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mértékére fennál, hogy )()()(1
)()()()( BABA
BABAC µµµ
µµµµ −−∧+
−∧= , akkor ez az esemény megfelel a 
koreláció közös okának, felírtam a két koreláló pár metszetében lévő egyik atom mértékére 
(1α-re iletve 5α-re) eme feltételt, majd a másik atom mértékét ( 2α iletve 6α) úgy 
álapítotam meg, hogy 12
4
6521 =+=+ αααα  teljesüljön. 
A magyarázatból talán már látható, hogyan működik az indukció magasabb n-re. Példaként 
először vizsgáljuk meg az n=7 esetet. Válasszuk meg a Σ1-t és Σ2-t generáló A és B eseményt 
ugyanúgy, mint eddig (ekkor persze A┴ és B┴ bővül 7ω-tel), valamint az atomi mértékek is 
legyenek ugyanazok azzal a különbséggel, hogy most 12
1
76 =+αα  teljesüljön (az értéket 
választása ezen belül tetszőleges). Jól látható, hogy a koreláló párok nem változnak, A és B 
választása esetén a közös ok nem változik (tudnilik nem változnak a mértékek sem). 
Látszólag csak A┴ és B┴ esetén van változás, de valójában, mivel sem az ő mértékük, sem a 
metszetük mértéke nem változik, ezért az 12
3
5=α  választással }{5ω  továbbra is választható 
közös oknak. 
Magasabb n-re értelemszerűen ugyanígy kel eljárnunk, a részalgebrákat ugyanezen A-ból 
és B-ből konstruáljuk, 521 ,.,, ααα  mértékeket is ugyanígy választjuk, csak ara kel figyelni, 
hogy 12
1.76 =+++ nααα  teljesüljön. 
B., Mivel harmadik álításunkból tudjuk, hogy bármely két koreláló esemény 
korelációjához található közös ok, s két logikai független részalgebrát feltételezve a szóba 
jöhető korelációk köre legfeljebb szűkülhet, ezért az álítás rögtön adódik. □ 
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Idézetgyűjtemény 
 
 
"Ha szemügyre vesszük a külső dolgokat, s megfigyeljük az okok működését, soha, egyetlen 
esetben sem tudunk semmiféle erőt vagy szükségszerű kapcsolatot, tehát olyan sajátságot 
feltételezni, amely az okozatot az okhoz fűzi, s az egyiket a másik elkerülhetetlen 
következményévé teszi." (Hume) 
 
"…az ok és az okozat közöti viszony  a feltétele annak, hogy empirikus ítéleteinket az 
észleletek sorának vonatkozásában objektív érvényesség ilesse meg" (Kant) 
 
"az okság törvénye, ahogyan azt a filozófusok rendszerint megfogalmazzák, hamis, és nem 
kerül alkalmazásra a tudományban." (Russel) 
 
"5.1361 Az eljövendő eseményeket nem lehet kikövetkeztetni a jelenlegiekből. 
Az oksági kapcsolatba vetet hit a tévhit 
6.36  Ha lenne egy oksági törvény, így hangzana: 'Vannak természetörvények.' 
Ezt azonban, természetesen, nem mondhatjuk: ez megmutatkozik." 
(Witgenstein) 
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